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Introducción

Buscamos comprender de mejor manera los llamados polinomios de
Kazhdan-Lusztig hµ,λ(v).

Dada una representación irreducible Vλ con peso mas alto λ de un álgebra de Lie
semisimple , si µ ∈ Vλ los polinomios de Kazhdan-Lusztig permiten calcular la
multiplicidad de µ.

La formula de multiplicidad de Kostant y los polinomios de Kostka-Fuoulkes
Kλ,µ(v) tambien permiten calcular la multiplicidad de un peso, y además

hµ,λ(v) = Kλ,µ(v
2) (1)

Libedinsky, Patimo, Plaza definen las bases pre-canónicas con propósito de
describir una secuencia finita con pasos accesibles de calcular para obtener
descomposiciones como los polinomios de Kazhdan-Lusztig.
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Sistema de Coxeter

Definición 2.1

Un sistema de Coxeter es un par (W,S) con W un grupo y S ⊂ W un conjunto
generador con las siguientes relaciones: Considere s, s′ ∈ S y un número
m(s, s′) ∈ N ∪ {∞}

(s · s′)m(s,s′) = 1
m(s, s) = 1

m(s, s′) = m(s′, s) ≥ 2 para s ̸= s′

Si m(s, s′) = ∞ se entiende que no hay relaciones entre s y s′.

Adicionalmente se definen en W :

Una función largo ℓ : W → N que asigna a cada w ∈ W el largo de la palabra
minimal que representa a w en el alfabeto S. Una palabra de largo minimal se le
llama expresión reducida.

Orden de Bruhat. Dado v, w ∈ W , v ≤ w si dada una expresión reducida para w,
es posible obtener una expresión reducida para v eliminando letras en la expresión
de w.
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Sistema de Coxeter

Ejemplo 2.1

Sea E ⊂ Rn+1 el espacio vectorial formado por los vectores cuya suma de coordenadas
es 0. Considere si la reflexión en E que permuta las coordenadas i e i+ 1. Entonces

Wf =

〈
s1, s2, · · · , sn

s2i = 1
(sisj)

2 = 1 para |i− j| > 1
(sisjsi)

3 = 1 para |i− j| = 1

〉
. (2)

El par (Wf , S) posee estructura de sistema de Coxeter con S = {si | 1 ≤ i ≤ n}.

Ejemplo 2.2

Si s0 es la reflexión respecto del hiperplano x1 − xn+1 + 1 = 0. Entonces

Wa =

〈
s0, s1, s2, · · · , sn

s2i = 1
(sisj)

2 = 1 para n > |i− j| > 1
(sisj)

3 = 1 para |i− j| = 1
(s0sn)3 = 1

〉
. (3)

El par (Wa, S) posee estructura de sistema de Coxeter con S = {si | 0 ≤ i ≤ n}.

Yamil Sagurie Instituto de Matemática
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Álgebra de Hecke

Definición 2.2

Sea A = Z[v, v−1] un anillo y (W,S) un sistema de Coxeter. EL Álgebra de Hecke
H = H(W,S) es el A-álgebra asociativa generada por los śımbolos formales
{Hs | s ∈ S} bajo las siguientes relaciones: Sean s, s′ ∈ S entonces

Hs
2 = (v−1 − v)Hs + 1

HsHs′Hs · · ·︸ ︷︷ ︸
m(s,s′)

= Hs′HsHs′ · · ·︸ ︷︷ ︸
m(s,s′)

Sea w ∈ W y s1s2 · · · sn una expresión reducida para w, entonces

Hw := Hs1Hs2 · · ·Hsn

El conjunto {Hw|w ∈ W} constituye una base para H. llamaremos a esta base la base
estándar de H.
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Base de Kazhdan-Lusztig

Considere la aplicación d : H → H definida por:

d(v) = v−1

d(Hw) = (Hw−1 )−1

Teorema 2.1 (Teorema de Kazhdan-Lusztig)

Para w ∈ W existe un único elemento Hw ∈ H tal que:

d(Hw) = Hw

Hw =
∑
x≤w

hx,w(v)Hx

donde hx,w(v) ∈ vZ[v] son los polinomios de Kazhdan-Lusztig y además el conjunto
{Hw | w ∈ W} es una base llamada la base de Kazhdan-Lusztig.
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Base de Kazhdan-Lusztig

Considere la aplicación d : H → H definida por:

d(v) = v−1

d(Hw) = (Hw−1 )−1

Teorema 2.1 (Teorema de Kazhdan-Lusztig)

Para w ∈ W existe un único elemento Hw ∈ H tal que:

d(Hw) = Hw

Hw =
∑
x≤w

hx,w(v)Hx

donde hx,w(v) ∈ vZ[v] son los polinomios de Kazhdan-Lusztig y además el conjunto
{Hw | w ∈ W} es una base llamada la base de Kazhdan-Lusztig.

Yamil Sagurie Instituto de Matemática
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Sistema de ráıces en tipo A

Considere E = {x ∈ Rn+1 |
∑n+1

i=1 xi = 0} y ϵi ∈ Rn+1 el vector con 1 en la posición
i y 0 en el resto.

Φ = {ϵi − ϵj | i ̸= j, 1 ≤ i, j ≤ n+ 1}
Φ+ = {ϵi − ϵj | 1 ≤ i < j ≤ n+ 1}
∆ = {αi = ϵi − ϵi+1 | 1 ≤ i ≤ n}

(4)

α2

−α1

α1

−α2

α1 + α2

−α1 − α2
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Sistema de ráıces en tipo A

X = {λ ∈ E | ⟨λ, α⟩ ∈ Z, ∀α ∈ ∆} =
∑n

i=1 Zϖi

X+ = {λ ∈ E | ⟨λ, α⟩ ∈ N, ∀α ∈ ∆} =
∑n

i=1 Nϖi
(5)

ϖ1, ϖ2, · · · , ϖn están determinados por ⟨ϖi, αj⟩ = δi,j

α2

−α1

α1

−α2

α1 + α2

−α1 − α2

ϖ1ϖ2
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Sistema de ráıces en tipo A

α2

α1 + α2

α1

−α2

−α1 − α2

−α1

ϖ1ϖ2

Figura 3.1: X y X+
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Sistema de ráıces en tipo A

Para una ráız α ∈ Φ denotamos por sα a la correspondiente reflexión

sα(v) = v − ⟨v, α⟩α (6)

con respecto del hiperplano Hα = {v ∈ E | ⟨v, α⟩ = 0}.
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Sistema de ráıces en tipo A

Para α ∈ Φ y k ∈ Z denotamos por sα,k la reflección con respecto al hiperplano

Hα,k = {v ∈ E | ⟨v, α⟩ = k} (7)

Figura 3.2: Hiperplanos Hα,k
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Sistema de ráıces en tipo A

Llamaremos Alcobas a las componentes conexas del espacio

E\
⋃

α∈Φ,k∈Z
Hα,k (8)

Figura 3.3: Conjunto de Alcobas
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Sistema de ráıces af́ın

Definición 3.1

El grupo de Weyl finito Wf , es el grupo generado por las reflecciones sα para
α ∈ ∆.

El grupo de Weyl af́ın Wa es el grupo generado por las reflecciones sα con α ∈ ∆
y ZΦ actuando como traslaciones.

El grupo de Weyl extendido We es el grupo generado por las reflecciones sα con
α ∈ ∆ y X actuando como traslaciones.

Llamamos a C0 = {λ ∈ E| − 1 < ⟨λ, α⟩ < 0 ∀ α ∈ Φ+} la alcoba fundamental.
En general la aplicación: w → wC0 define una biyección entre Wa y el conjunto
de alcobas.

Definimos una función largo ℓ : We → N tal que ℓ cuenta la cantidad de
hiperplanos que separan C0 de wC0.

sea Ω el subgrupo de We de elementos de largo 0. Ω actúa en C0 permutando
sus muros.
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Sistema de ráıces af́ın

Función θ(λ)

Sea ω0 el elemento mas largo en Wf y λ ∈ X.

ω0(C0) + λ es una alcoba, entonces debe de existir un único elemento θ(λ) en Wa tal
que θ(λ)(C0) = ω0(C0) + λ. Sea tλ la traslación por λ. Entonces, la aplicación:

λ → θ(λ)−1tλω0 (9)

es un Homomorfismo sobreyectivo entre X y Ω con kernel ZΦ.
Además la aplicación θ cumple una interesante propiedad:

µ ≤ λ ⇐⇒ θ(µ) ≤ θ(λ) (10)

compatibilizando el orden de dominancia (µ ≤ λ ⇔ λ− µ ∈
∑

α∈∆ Nα) con el orden
de Bruhat.
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Álgebra de Hecke esférica

Definición

Sea H el álgebra de Hecke de Wa sobre Z[v, v−1] con base estándar {Hx} y base de
Kazhdan-Lusztig {Hx}. Por convención q = v2.Sea Hf := Hω0

y σ ∈ Ω definimos

Hσ := HfH
⋂

Hσ(Hf ) ⊂ H. (11)

Análogamente si τ, σ ∈ Ω, definimos τHσ := τ(Hf )H
⋂

Hσ(Hf ) ( Hσ ∼= τHτσ

como Z[v, v−1]- módulos bajo la aplicación x 7→ τ(x)). Entonces definimos el álgebra
de Hecke esférica como:

H̃ :=
⊕
σ∈Ω

Hσ . (12)

con multiplicación definida v́ıa

Hτ ×Hσ → Hτ × τHτσ → Hτσ

(x, y) 7→ (x, τ(y)) 7→
vℓ(ω0)

πWf
(v2)

xτ(y).
(13)

donde πWf
(q) =

∑
w∈Wf

qℓ(w).
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Álgebra de Hecke esférica
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Álgebra de Hecke esférica

Definición 4.1 (Bases para el álgebra de Hecke esférica)

i Para λ ∈ X+ y σ = θ(λ)−1tλw0 definimos:

Hλ :=
∑

x∈Wf θ(λ)σ(Wf )

vℓ(θ(λ))−ℓ(x)Hx. (14)

ii Para λ ∈ X+ definimos
Hλ := Hθ(λ). (15)

El conjunto {Hλ | λ ∈ X+} es una base y le llamaremos la base estándar de H̃.
El conjunto {Hλ | λ ∈ X+} es una base y le llamaremos base de Kazhdan-Lusztig de

H̃.
En particular tenemos la descomposición:

Hλ =
∑
µ≤λ

hµ,λ(v)Hµ (16)

donde los polinomios hµ,λ(v) = hθ(µ),θ(λ)(v) definidos anteriormente.
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Bases pre- canónicas

Definición

Para x ∈ Wa definimos
Nx =

∑
y≤x

vℓ(x)−ℓ(y)Hy

donde ≤ corresponde al orden de Bruhat de Wa como sistema de Coxeter

Descomposición atómica

Para λ ∈ X+ definimos
Hλ =

∑
µ≤λ

aλ,µ(q)Nµ

donde q = v2, ≤ es el orden de dominancia (µ ≤ λ ⇔ λ− µ ∈
∑

α∈∆ Nα) y
Nµ = Nθ(µ). Llamamos a los polinomios αλ,µ(q) polinomios atómicos.

Mediante trabajos de (Lascoux,1991) y (Shimozono, 2001) se probó que la
descomposición atómica es positiva en tipo An.
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descomposición atómica es positiva en tipo An.

Yamil Sagurie Instituto de Matemática
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Bases pre- canónicas

Sea ρ = 1
2

∑
α∈Φ+ α.

Diremos que λ ∈ X es regular si no hay reflexión s ∈ Wf que fije λ+ ρ.
Si lambda es regular definimos wλ ∈ Wf cómo el único elemento tal que w · λ ∈ X+

( w · λ = w(λ+ ρ)− ρ). Si λ ∈ X no es regular, le llamaremos singular.

A continuación definimos

Hλ =

{
(−1)ℓ(wλ)Hwλ·λ si λ es regular

0 si λ es singular
.

Para α ∈ Φ si α =
∑

αi∈∆ miαi definimos la altura de α como ht(α) :=
∑

αi∈∆ mi.

Además definimos Φ≥i como las α ∈ Φ+ con altura mayor o igual que i.

Teorema 5.1 (Descomposición anti-atómica)

Sea λ ∈ X+

Nλ =
∑

I⊂Φ≥2

(−q)|I|Hλ−
∑

α∈I α
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Bases pre- canónicas

Definición 5.1 (Bases pre - canónicas )

Para λ ∈ X+ e i ≥ 2 definimos:

Ni
λ =

∑
I⊂Φ≥i

(−q)|I|Hλ−
∑

α∈I α

Teorema 5.2

Para i ≥ 2 los conjuntos {Ni
λ ∈ H̃ | λ ∈ X+} son bases para H̃ y les conoceremos

como las bases pre-canónicas.
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Bases pre- canónicas

Definición 5.1 (Bases pre - canónicas )

Para λ ∈ X+ e i ≥ 2 definimos:

Ni
λ =

∑
I⊂Φ≥i

(−q)|I|Hλ−
∑

α∈I α

Teorema 5.2

Para i ≥ 2 los conjuntos {Ni
λ ∈ H̃ | λ ∈ X+} son bases para H̃ y les conoceremos

como las bases pre-canónicas.

Yamil Sagurie Instituto de Matemática
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bases pre- canónicas

Nota 5.1

Observe que de acuerdo a la definición anterior Nλ = N2
λ y que

Hλ = Nm+1
λ = Nm+2

λ = · · ·

donde m es la altura de la ráız mas alta.
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3 Sistemas de ráıces en tipo A
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Primer gran objetivo

Conjetura 6.1 (LPP, 2021)

En tipo An, si

Ni+1
λ =

∑
µ∈X+

riλ,µ(q)N
i
µ

entonces riλ,µ(q) ∈ N[q]

En primer lugar es interesante mostrar aquella información que hemos obtenido y que
apoya la veracidad de la presente conjetura.
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Sustento para la conjetura 6.1

Teorema 6.1 (LPP)

Para n ≥ 2, si n
2
+ 1 ≤ i ≤ n. Para λ ∈ X+ tenemos lo siguiente

Ni+1
λ =

∑
µ≤iλ

q
1
i
ht(λ−µ)Ni

µ. (17)

donde µ ≤i λ significa que λ− µ puede ser escrito como combinación lineal positiva
integral de elementos en Φi (ráıces de altura i).

Teorema 6.2

Para n ≥ 2, si n+2
3

< i ≤ n. Para λ ∈ X+ tenemos

riλ,µ ∈ N[q] (18)

Yamil Sagurie Instituto de Matemática
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Sustento para la conjetura 6.1

Teorema 6.3 (LPP)

Para n = 2, 3, 4, Si 2 ≤ i ≤ n. Para λ, µ ∈ X+ tenemos

riλ,µ ∈ N[q] (19)

Teorema 6.4

Para n = 5, 6, Si 2 ≤ i ≤ n. Para λ, µ ∈ X+ tenemos

riλ,µ ∈ N[q] (20)
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Sustento para la conjetura 6.1

Ejemplo 6.1 (N2 en N3)

Para n = 3 y λ = aϖ1 + bϖ2 + cϖ3 la siguiente tabla describe la descomposición de
N2

λ en N3
µ
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Sustento para la conjetura 6.1

Ejemplo 6.2 (N3 en N2)

Sea λ = (2, 1, 1)ϖ, entonces de acuerdo a la tabla anterior

N2
(2,1,1)

= N3
(2,1,1)

− qN3
(1,0,2)

− qN3
(3,0,0)

⇐⇒ N3
(2,1,1)

= N2
(2,1,1)

+ qN3
(1,0,2)

+ qN3
(3,0,0)

(21)

nuevamente a partir de la información en la tabla anterior podemos continuar este
procedimiento obteniendo

N2
(1,0,2)

= N3
(1,0,2)

− q2N3
(0,0,1)

N2
(3,0,0)

= N3
(3,0,0)

⇐⇒ N3
(2,1,1)

= N2
(2,1,1)

+ qN2
(1,0,2)

+ q3N3
(0,0,1)

+ qN2
(3,0,0)

(22)

finalmente según la información en la tabla obtenemos la descomposición de N3
λ en

función de la segunda base pre-canonica y en donde se observa la positividad de los
coeficientes

N2
(0,0,1)

= N3
(0,0,1)

⇐⇒ N3
(2,1,1)

= N2
(2,1,1)

+ qN2
(1,0,2)

+ q3N2
(0,0,1)

+ qN2
(3,0,0)

(23)
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Positividad para bases pre-canónicas



33/35
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Segundo objetivo

Conjetura 6.1

En tipo An. Sea λ ∈ X+, si

Ni+1
λ =

∑
µ∈X+

riλ,µ(q)N
i
µ (24)

entonces riλ,µ(q) ∈ N[q].

Es interesante observar otros sistemas de ráıces, estudiando las descomposiciones
y una posible positividad en ellos.

Sabemos por Lecouvey y Lenart que la conjetura para un sistema de ráıces
arbitrario es falsa, pues tipo D4 entregan un contraejemplo para los polinomios
atómicos, aunque aun aśı es interesante saber cuando y en que contextos se
rompe la postividad, por lo que esto también constituye un tema interesante de
estudio.
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Positividad para bases pre-canónicas



34/35
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Positividad para bases pre-canónicas



35/35
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