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Algebra de Temperley-Lieb

El dlgebra de Temperley-Lieb TL? es la Q-4lgebra asociativa unital con
generadores Uy, Uy, ..., U,—1 vy relaciones
U? = —2U;, sii=1,2,...,n—1 (1)
U;U;U; = Uy, si|i—jl=1 (2)
U;U; = U;U;, si |i—j| > 1. 3)
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Algebra de Temperley-Lieb

Definicién

El dlgebra de Temperley-Lieb TLY es la Q-3lgebra asociativa unital con

generadores Uy, Uy, ..., U,—1 vy relaciones
U? = —2U;, sii=1,2,...,n—1
U;U;U; = Uy, si|i—jl=1
U;U; = U;U;, si |I —j‘ > 1.

TLE es un &lgebra diagramatical, por ejemplo para n =5 sean

1 2 3

AN

ot
e
ot

1 2 3 4 5 1 2 3 4
RAA
N N, )

los llamaremos D1, D> y Ds.




Algebra de Temperley-Lieb

El producto en TLY es por concatenacién:

= —-2Ds



Algebra de Temperley-Lieb

El producto en TLY es por concatenacién:

DiDs = n_, YV = —2D;
v U TN
e
En general,
1 2 n 1 2 7 n
1 —
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Idempotentes de Jones-Wenzl

Definicién

Los idempotentes de Jones-Wenzl denotados JW,, son los tnicos
idempotentes no nulos de TLY que satisfacen JW,U; = U;JW, = 0, si
1<i<n.
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Idempotentes de Jones-Wenzl

Definicién

Los idempotentes de Jones-Wenzl denotados JW,, son los tnicos
idempotentes no nulos de TLY que satisfacen JW,U; = U;JW, = 0, si
1<i<n.

Utilizaremos la siguiente notacién diagramatical para JW,

1 n

|
IW, = | JW,, | € TLY
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Idempotentes de Jones-Wenzl

Definicién
Los idempotentes de Jones-Wenzl denotados JW,, son los tnicos

idempotentes no nulos de TLY que satisfacen JW,U; = U;JW, = 0, si
1<i<n.

Utilizaremos la siguiente notacién diagramatical para JW,

IW, = | JW,, | € TLY

Por ejemplo

%
X
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Férmula recursiva
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Férmula recursiva

Con esta férmula se obtiene

(-1 n—m+1 IW,

De la férmula recursiva se verifica que, para m < n, JW,JWp, = JW,, o
diagramaticalmente

[ Lo L] ] [N NN

IW, ] =

] [ JW,,
‘ T TTTT




A\gebras [@AMETES
@00
Algebras Celulares

Definicién (Graham y Lehrer)

Sea A una R-algebra asociativa unital, donde R es un anillo conmutativo. Un
dato celular para A es un triple (A, T, C) donde A =(A, >) es un poset finito,
T es una funcién de A a un conjunto finito y C es una funcién inyectiva

C: || TO)x T(\) = A (s,t) € T(A) x T(A) = Ca
AeA
El dato celular debe satisfacer:

1. La imagen de C, esto es im(C) = {C2 | (s,t) € T(\) x T(\),\ € A}, es
una R-base de A.

2. Para todo a € A, tenemos
C;;a = Z Ftva CQ, mod A*
vET(A)
donde A es el R-submédulo de A generado por {CH | < A}.

3. La funcién R-lineal * de A dada por C2 — C2 es un anti-isomorfismo de
algebras.
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Un &lgebra equipada con un dato celular (A, T, C) es llamada &lgebra celular,

con base celular im(C).
Temperley-Lieb es un ejemplo de algebra celular.

© \ = Par’?
® T()\) = Std()\), para cada A € Par=?
Sea A= (7,4)y
fo= 23] 7]8]9]] CA—/\|| ‘
1|5 [6]0 ' ) N

ot

= (36 B c=\Y
(5.1) : (H lA ok I>H B f\/f\
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Méduos Celulares

Médulos Celulares

Para un algebra celular A existe una familia de médulos celulares
{A(X)|X\ € A}. Elejimos un sp arbitrario en T(X) y sea

A(N) = Spang{C:|t € T(\)}

La accién de A en A()) estd dada por CJ,a = 2veTn) rvaCly
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Méduos Celulares

Médulos Celulares

Para un algebra celular A existe una familia de médulos celulares
{A(X)|X\ € A}. Elejimos un sp arbitrario en T(X) y sea

A(N) = Spang{C:|t € T(\)}

La accién de A en A()) estd dada por CJ,a = 2veTn) rvaCly

Ejemplo: Sea n =4y A\ = (2,2). Tenemos

t= , 5§ =
4

w
N
D
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Elementos de Jucys-Murphy

Elementos de Jucys-Murphy

Sea A un élgebra celular sobre R con triple (A, T, C), y suponga que para cada
A € A existe una estructura de poset T(\), via la relacién de orden <.
Entonces una familia de elementos {Li, Ly, ..., Lm} recibe el nombre de
JM-elementos para A si satisface las siguientes condiciones.

@ Los L;'s conmutan y satisfacen L; = L;.

@ Para cada t € T(A) := [],cx T(A) hay una funcién
¢ :{1,2,..., M} — R tal que se cumple la siguiente férmula de
triangularidad en A())

QL=a()C+ > ac

seT(N),s<t

para algtn as € R.

Si {Li,L2,...,Lm} es una familia de JM-elementos para A, entonces las
correspondientes funciones ¢; son llamadas funciones contenido.
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Existe una sobreyeccién ¢ : QS, — T]LQ,? via si— U; + 1, donde s; es la
transposicién (i, + 1).
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Existe una sobreyeccién ¢ : QS, — T]LQ,? via si— U; + 1, donde s; es la
transposicién (i, + 1).

Definamos los elementos {L1, Lo, ..., L,} de QS, via Ly =0y para
i€{2,3,...,n}
L=+, )+...+(—1,i)
y sea L := p(L;)
Representaremos L; diagramaticalmente como sigue

1 i n

Definamos para t € Std(\) la funcién ¢ : {1,2,...,n} — Z via

c(i)=c—rparat[r,c] =i
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El caso Separado

Condicién de separacion

Se dice que los elementos JM separan T(A) si para s,t € T(A) con s> t, se
tiene que (/) # c:(f) para algin i con 1 </ < M.

En TL2 los tableaux s y t son estdndar, por lo que la condicién de separacién
se cumple. Entonces TLY es semisimple.

Bajo la condicién de separacién se define
H H L —C
cl ali)—c
C#Ct( )

€= {ct(') |i=1,2,...,nyte Std(Par=*)} y
Std(Pars?) = UAePar<2 Std(\)

1= Z Ei, LE(=EL; =c()E;, EsE{= 05s

teStd(Par=?)
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Construccién concreta para Temperley-Lieb

Considere

¢ = (]2 ]a]5]oJrofi]izfiefi7]
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Construccién concreta para Temperley-Lieb

Considere

¢ = (]2 ]a]5]oJrofi]izfiefi7]

asociamos el elemento f

| JW

fo= | IW, J

1 234 5 9 10 11 12 1314 15 16 17
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De forma general, escribimos el tableau

= o [ D [ -~ | D ]
My | o, | e | M ]

Sea d; := |Di| y m;i := |M;]| los 6rdenes de D; y M;, y paracada i=1,2,...,k
defina n; via

m:=diandni=(dh+do+...+d)—(m+m+...+mi_1)parai>1

Representamos a f; en la siguiente forma esquemitica

my
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Algunos resultados

Definamos fi como una concatenacién de * con f, y E; € TL? como
= %f“, diagramaticalmente

My

donde



El caso Separado

0000800000

Teorema

{E{|t € Std(Par=?)} es un conjunto completo de idempotentes primitivos
ortogonales para TLZ.

m
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Corolario

Sea A una particién en dos filas. Entonces {fi|t € Std()\)} es una Q-base para
A(N).

Teorema

Suponga que t € Std(\) para A € A>. Suponga més ain que para una
transposicién simple s; € G, tenemos que ts; < t. Entonces, si t, (=1t tg :=ts;
y r:= ¢, (i) — c, (i), se tienen las siguientes férmulas

a) ftuUi _ r+1 ﬂu rrgl ﬁd
b) fi,Ui = f%ftd + 1,

SeaS;:=U;+1

Corolario (Forma seminormal de Young para TIL)

Sea t, si, ty, ta y r como en el teorema anterior. Entonces tenemos
a) f,8i = —Lf, + 25,
b) fi,Si = fy, +fi,
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Teorema

Sea t € Std()\) donde A € Par=2. Entonces para todo i = 1,2,..., n tenemos

fili = ci(i)h

Idea: Induccién en Std()\) con caso base t*: Sea t # t* Asuma vilido para todo
s>tyseat-si=+t
Sea f, = fis;, fu = fr y ca(k) = c(k), cu(k) = ces,(k). Del teorema tenemos

7r+1 -1

qui = fu +

fa
r2

donde r = ¢,(i) — ca(i). Hay 3 casos por estudiar
® k#ii+1
® k=i
o k=j+1
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® Caso k=1
Usamos la relaciéon
(U,’ -+ 1)'.,' = L,‘+1([U,' -+ 1) -1

actuando con f, tenemos

f,(Ui + 1L = £,Li (Ui + 1) — £,

se obtiene
. 2 . 2
e G

u
r2 r?

Entonces
de,' = Cd(i)fd
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Corolario

Para A una particién en dos partes y t € Std()\) tenemos que E{ = E;




El caso Separado
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Sea R=17[q,q ']y para g € C* defina [2],=q+qg 'y
[m]q — q'"fq_l'" — qul 4 qm73 4+t q7m+1 con q ;é 1.

q—q~

El slgebra de Temperley-Lieb TL? es la R-3lgebra asociativa unital con
generadores U, Us, ..., U,—_1 y relaciones
U? = —[2)4U;, sii=1,2,...,n—1
U;U;U; = U;, si|i—jl=1
UU; = U;U;, si |i—j| > 1.

Todos los resultados siguen siendo validos sobre K, el cuerpo de fracciones de
R.
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El caso No Separado

Estamos interesados en construir idempotentes sobre TL,” para p < nun
niimero primo. Sea t € Std(Par=?)

p-clase de t

[] = {s € Std(Par=?)|cs(i) = ci(i) mod p, Vi =1,2,...,n}

para t* podemos escribir [A\] = [t*]. Sea

Eg=) E

sEft]

Ejq € TL,” donde
Zp = {4} € Q|p no divide a b}

F . . N
Ejg € TL," es un idempotente no necesariamente primitivo.
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Idempotentes p-Jones-Wenz|

Los elementos PJW,, fueron introducidos por Burrull, Libedinsky y Sentinelli.

Definicién

Para n € N definimos los enteros no negativos a; que satisfacen 0 < a; < py

. tapta

n+1=ap"+a1p
Defina Z, C N via
Iy = {akpk =+ ak_lpkﬂ +...+aip=t ao} -1

cada m € Z, tiene asociada una tnica secuencia de signos para los ax s (no
nulos). Para m asociamos un tableau t,, y se define

PIW, = > Ei,

meZ,
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Ejemplo 1

®Sin=3yp=3tenemosn+1=4=3+1yentoncesZz = {31} —1.

Param=3=3+1-1

1]2]

Param=1=3-1-1

t
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Ejemplo 1

®Sin=3yp=3tenemosn+1=4=3+1yentoncesZz = {31} —1.

Param=3=3+1-1

Param=1=3-1-1

EIE \
i
Obtenemos
TW,
3 / / W3 B %
JW;3 =E, +E, =

JW,
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Podemos expandir JW3 para verificar que es un elemento de ']I‘]L]g3

Y
A

+

SJW; = |

Como [t;] = {ts, t1}, entonces E(y,; = *JWs.
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® Sin=12yp=3tenemos n+1=13=9+ 3+ 1y entonces
Tip={94+3+1} —1={12,10,6,4}
Param=12=9+3+1-1
to=1|"2]?3]%]"5|%| 7| '8| 9 '10]'11]'12)
Param=10=9+3-1-1
°1|"2[?3]°4|"5]%6[ 7] 8|0 [10]'11]
12
Param:6:9—3T1—1
01]12[%3 O4|15|26|°7|18|212\
29 °10'11
Param=4=9-3-1-1
01['2[%3]% 15|26|°7|18\
29 P10[11112

tio =

t6:

ts =
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Obtenemos 3JW;, = Ei, + Et,, + Ei, + Ei,. Notar que t1, ti0, t6 y t4 estan en
la misma 3-clase.
La clase [t12] contiene dos tableaux adicionales

0112123 04\15\29 \010\111\212\
26|78 ’

01[*2[%3]% 15\29\010\111\
26 (%7 |18 P12

Concluimos
E[tu] =3 JWio + ]E; + Elt

E, + E{ € TL}3, E, + E{ # 0 en TL}3 y *JWi, es ortogonal a E, + E}.
Entonces [Ej,,) no es idempotente primitivo en 11‘11}53.
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Ejemplo 1 (método recursivo)
Sip=3yn=3tenemosn+1=4= a13' + 203°, con a; = ap = 1. Entonces
Is={3+1} —-1={3,1}

Entonces, diagramaticalmente esperamos obtener

+ 1
3JW3 _ JW; A3

El 3-father de nes f[3] = a13' —1 =2y f[3]+1=3
por lo tanto

Iy = T2 = {2}
ademds s = n— f[3] = 1.
Ahora, tomando 2 € 7,
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i+1—s 2
Ademas )\ = _15’7__,
emds \3 = (—1) 1 3

IW,

s JW, -2
JwWs; =

JW,

Coincide con lo anterior dado que i = |D1| y s = |Mh].



	Álgebra de Temperley-Lieb
	Idempotentes de Jones-Wenzl
	Álgebras Celulares
	Elementos de Jucys-Murphy
	El caso Separado
	El caso No separado
	Referencias

