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Katherine Ormeño Bast́ıas
Supervisado por PhD. Steen Ryom-Hansen

Universidad de Talca
Enero, 2023
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1 Álgebra de Temperley-Lieb

2 Idempotentes de Jones-Wenzl
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Álgebra de Temperley-Lieb

Definición

El álgebra de Temperley-Lieb TLQ
n es la Q-álgebra asociativa unital con

generadores U1,U2, . . . ,Un−1 y relaciones

U2
i = −2Ui , si i = 1, 2, . . . , n − 1 (1)

UiUjUi = Ui , si |i − j | = 1 (2)

UiUj = UjUi , si |i − j | > 1. (3)

TLQ
n es un álgebra diagramatical, por ejemplo para n = 5 sean

,

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

,

los llamaremos D1, D2 y D3.
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El producto en TLQ
n es por concatenación:

D1D2 =

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

=
= D3

D1D3 =

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

= −2
= −2D3

En general,

1 7→ b bb

1 2 n

, Ui 7→ bb b b bb

1 2 i n
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Idempotentes de Jones-Wenzl

Definición

Los idempotentes de Jones-Wenzl denotados JWn, son los únicos
idempotentes no nulos de TLQ

n que satisfacen JWnUi = UiJWn = 0, si
1 ≤ i < n.

Utilizaremos la siguiente notación diagramatical para JWn

JWn =

b b b
1 n

b b b

JWn ∈ TLQ
n

Por ejemplo

JW2 = + 1
2

= + 2
3

+ + +JW3 2
3

1
3

1
3
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Fórmula recursiva

b b b

b b b

JWn =

b b b

b b b

JWn−1 +
b b bn−1

n

b b b

JWn−1

JWn−1
b b b

Con esta fórmula se obtiene

b b b

b b b

JWn =

b b b

b b bb b b

b b b

b b b

m
(−1)m n+1

n−m+1
JWn−m

De la fórmula recursiva se verifica que, para m < n, JWnJWm = JWn, o
diagramaticalmente

JWn

JWm

= JWn

b b b

b b b

b b b

b b b

b b b

b b b
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Fórmula recursiva

b b b

b b b

JWn =

b b b

b b b

JWn−1 +
b b bn−1

n

b b b

JWn−1

JWn−1
b b b
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Álgebra de Temperley-Lieb Idempotentes de Jones-Wenzl Álgebras Celulares Elementos de Jucys-Murphy El caso Separado El caso No separado Referencias

Álgebras Celulares

Definición (Graham y Lehrer)

Sea A una R-álgebra asociativa unital, donde R es un anillo conmutativo. Un
dato celular para A es un triple (Λ, T , C) donde Λ =(Λ, >) es un poset finito,
T es una función de Λ a un conjunto finito y C es una función inyectiva

C :
⊔
λ∈Λ

T (λ)× T (λ) → A, (s, t) ∈ T (λ)× T (λ) 7→ Cλ
st

El dato celular debe satisfacer:

1. La imagen de C , esto es im(C) = {Cλ
st | (s, t) ∈ T (λ)× T (λ), λ ∈ Λ}, es

una R-base de A.

2. Para todo a ∈ A, tenemos

Cλ
sta =

∑
v∈T (λ)

rtvaC
λ
sv mod Aλ

donde Aλ es el R-submódulo de A generado por {Cµ
st |µ < λ}.

3. La función R-lineal ∗ de A dada por Cλ
st 7→ Cλ

ts es un anti-isomorfismo de
álgebras.
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Un álgebra equipada con un dato celular (Λ, T , C) es llamada álgebra celular,
con base celular im(C).
Temperley-Lieb es un ejemplo de álgebra celular.

1 Λ = Par≤2
n

2 T (λ) = Std(λ), para cada λ ∈ Par≤2
n

Sea λ = (7, 4) y

t :=
6

7 8 9

10

111 2 3

4 5
7→ Cλ

t =

(s, t) := 1

2

3

4

5 1

2

3 4

5,

7→ Cλ
s,t =
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Móduos Celulares

Módulos Celulares

Para un álgebra celular A existe una familia de módulos celulares
{∆(λ)|λ ∈ Λ}. Elejimos un s0 arbitrario en T (λ) y sea

∆(λ) := SpanR{Cλ
s0t |t ∈ T (λ)}

La acción de A en ∆(λ) está dada por Cλ
s0ta =

∑
v∈T (λ) rtvaC

λ
s0v

Ejemplo: Sea n = 4 y λ = (2, 2). Tenemos

t =
1 2

3 4
, s =

1 3

2 4
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Elementos de Jucys-Murphy

Elementos de Jucys-Murphy

Sea A un álgebra celular sobre R con triple (Λ,T ,C), y suponga que para cada
λ ∈ Λ existe una estructura de poset T (λ), via la relación de orden <.
Entonces una familia de elementos {L1, L2, . . . , LM} recibe el nombre de
JM-elementos para A si satisface las siguientes condiciones.

1 Los Li ’s conmutan y satisfacen L∗
i = Li .

2 Para cada t ∈ T (Λ) :=
∐

λ∈Λ T (λ) hay una función
ct : {1, 2, . . . ,M} → R tal que se cumple la siguiente fórmula de
triangularidad en ∆(λ)

Cλ
t Li = ct(i)C

λ
t +

∑
s∈T (λ),s<t

asC
λ
s

para algún as ∈ R.

Si {L1, L2, . . . , LM} es una familia de JM-elementos para A, entonces las
correspondientes funciones ct son llamadas funciones contenido.
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Lema

Existe una sobreyección φ : QSn → TLQ
n v́ıa si 7→ Ui + 1, donde si es la

transposición (i , i + 1).

Definamos los elementos {L1, L2, . . . , Ln} de QSn v́ıa L1 = 0 y para
i ∈ {2, 3, . . . , n}

Li := (1, i) + (2, i) + . . .+ (i − 1, i)

y sea Li := φ(Li )
Representaremos Li diagramaticalmente como sigue

b b b

b b b

1 i n

Li
b b b

Definamos para t ∈ Std(λ) la función ct : {1, 2, . . . , n} → Z v́ıa

ct(i) = c − r para t[r , c] = i
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El caso Separado

Condición de separación

Se dice que los elementos JM separan T (λ) si para s, t ∈ T (Λ) con s ▷ t, se
tiene que cs(i) ̸= ct(i) para algún i con 1 ≤ i ≤ M.

En TLQ
n los tableaux s y t son estándar, por lo que la condición de separación

se cumple. Entonces TLQ
n es semisimple.

Bajo la condición de separación se define

Et =
∏
c∈C

∏
i=1,...,n
c ̸=ct(i)

Li − c

ct(i)− c

C := {ct(i) | i = 1, 2, . . . , n y t ∈ Std(Par≤2
n )} y

Std(Par≤2
n ) :=

⋃
λ∈Par

≤2
n

Std(λ)

1 =
∑

t∈Std(Par
≤2
n )

Et, LiEt = EtLi = ct(i)Et, EsEt = δstEs
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Construcción concreta para Temperley-Lieb

Considere

t = 1 2 3 4 5

6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

16 17

asociamos el elemento ft

ft =

JW5

JW6

JW5

b b b b b

b b b b

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
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De forma general, escribimos el tableau

t =
b b b

b b b

D1 D2 Dk

M1 M2 Mk

Sea di := |Di | y mi := |Mi | los órdenes de Di y Mi , y para cada i = 1, 2, . . . , k
defina ni v́ıa

n1 := d1 and ni = (d1 + d2 + . . .+ di )− (m1 +m2 + . . .+mi−1) para i > 1

Representamos a ft en la siguiente forma esquemática

ft =

b
b
b

n1

n2

nk

m1

m2

mk
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Algunos resultados

Definamos ftt como una concatenación de f ∗t con ft y E′
t ∈ TLQ

n como
E′

t :=
1
γt
ftt, diagramaticalmente

E′
t :=

1

γt

b
b
b

n1

n2

nk

m1

m2

mk

b
b
b m2

mk

n1

n2

nk

donde

γt :=
k∏

j=1

(−1)mj
nj + 1

nj −mj + 1
∈ Q
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Teorema

{E′
t|t ∈ Std(Par≤2

n )} es un conjunto completo de idempotentes primitivos
ortogonales para TLQ

n .

ftf
∗
t′ =

b
b
b

n1

n2

nk

m1

m2

mk

b
b
b

n′
1

n′
2

n′
k

m′
1

m′
2

m′
k
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Corolario

Sea λ una partición en dos filas. Entonces {ft|t ∈ Std(λ)} es una Q-base para
∆(λ).

Teorema

Suponga que t ∈ Std(λ) para λ ∈ Λ2. Suponga más aún que para una
transposición simple si ∈ Sn tenemos que tsi ⊴ t. Entonces, si tu := t, td := tsi
y r := ctu (i)− ctd (i), se tienen las siguientes fórmulas

a) ftuUi = − r+1
r
ftu +

r2−1
r2

ftd

b) ftdUi = − r−1
r
ftd + ftu

Sea Si := Ui + 1

Corolario (Forma seminormal de Young para TLQ
n )

Sea t, si , tu, td y r como en el teorema anterior. Entonces tenemos

a) ftuSi = − 1
r
ftu +

r2−1
r2

ftd

b) ftdSi =
1
r
ftd + ftu
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Teorema

Sea t ∈ Std(λ) donde λ ∈ Par≤2
n . Entonces para todo i = 1, 2, . . . , n tenemos

ftLi = ct(i)ft

Idea: Inducción en Std(λ) con caso base tλ: Sea t ̸= tλ Asuma válido para todo
s▷ t y sea t · si = t.
Sea fu = ft·si , fd = ft y cd(k) = ct(k), cu(k) = ct·si (k). Del teorema tenemos

fuUi = − r + 1

r
fu +

r 2 − 1

r 2
fd

donde r = cu(i)− cd(i). Hay 3 casos por estudiar

• k ̸= i , i + 1

• k = i

• k = i + 1
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• Caso k = i

Usamos la relación
(Ui + 1)Li = Li+1(Ui + 1)− 1

actuando con fu tenemos

fu(Ui + 1)Li = fuLi+1(Ui + 1)− fu

se obtiene

−cu(i)

r
fu +

r 2 − 1

r 2
fdLi = −cu(i)

r
fu +

r 2 − 1

r 2
cu(i + 1)fd

Entonces
fdLi = cd(i)fd
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Corolario

Para λ una partición en dos partes y t ∈ Std(λ) tenemos que E′
t = Et
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Sea R = Z[q, q−1] y para q ∈ C× defina [2]q = q + q−1 y

[m]q = qm−q−m

q−q−1 = qm−1 + qm−3 + . . .+ q−m+1 con q ̸= 1.

Definición

El álgebra de Temperley-Lieb TLR
n es la R-álgebra asociativa unital con

generadores U1,U2, . . . ,Un−1 y relaciones

U2
i = −[2]qUi , si i = 1, 2, . . . , n − 1

UiUjUi = Ui , si |i − j | = 1

UiUj = UjUi , si |i − j | > 1.

Todos los resultados siguen siendo válidos sobre K, el cuerpo de fracciones de
R.
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El caso No Separado

Estamos interesados en construir idempotentes sobre TLFp
n para p ≤ n un

número primo. Sea t ∈ Std(Par≤2
n )

p-clase de t

[t] = {s ∈ Std(Par≤2
n )|cs(i) ≡ ct(i) mod p, ∀i = 1, 2, . . . , n}

para tλ podemos escribir [λ] = [tλ]. Sea

E[t] =
∑
s∈[t]

Es

E[t] ∈ TLZp
n donde

Zp := { a
b
∈ Q|p no divide a b}

E[t] ∈ TLFp
n es un idempotente no necesariamente primitivo.
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Idempotentes p-Jones-Wenzl

Los elementos pJWn fueron introducidos por Burrull, Libedinsky y Sentinelli.

Definición

Para n ∈ N definimos los enteros no negativos ai que satisfacen 0 ≤ ai < p y

n + 1 = akp
k + ak−1p

k−1 + . . .+ a1p + a0

Defina In ⊆ N v́ıa

In := {akpk ± ak−1p
k−1 ± . . .± a1p ± a0} − 1

cada m ∈ In tiene asociada una única secuencia de signos para los ak´s (no
nulos). Para m asociamos un tableau tm y se define

pJWn :=
∑
m∈In

E′
tm
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Ejemplo 1

• Si n = 3 y p = 3 tenemos n+ 1 = 4 = 3 + 1 y entonces I3 = {3± 1} − 1.
Para m = 3 = 3 + 1− 1

t3 = 1 2 3

Para m = 1 = 3− 1− 1

t1 =
1 2

3

Obtenemos

3JW3 := E′
t3 + E′

t1 =

JW2

− 2
3

JW2

JW3



Álgebra de Temperley-Lieb Idempotentes de Jones-Wenzl Álgebras Celulares Elementos de Jucys-Murphy El caso Separado El caso No separado Referencias

Ejemplo 1

• Si n = 3 y p = 3 tenemos n+ 1 = 4 = 3 + 1 y entonces I3 = {3± 1} − 1.
Para m = 3 = 3 + 1− 1

t3 = 1 2 3

Para m = 1 = 3− 1− 1

t1 =
1 2

3

Obtenemos

3JW3 := E′
t3 + E′

t1 =

JW2

− 2
3

JW2

JW3
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Podemos expandir 3JW3 para verificar que es un elemento de TLF3
3

3JW3 = + 1
2

Como [t3] = {t3, t1}, entonces E[t3] =
3JW3.



Álgebra de Temperley-Lieb Idempotentes de Jones-Wenzl Álgebras Celulares Elementos de Jucys-Murphy El caso Separado El caso No separado Referencias

Ejemplo 2

• Si n = 12 y p = 3 tenemos n + 1 = 13 = 9 + 3 + 1 y entonces
I12 = {9± 3± 1} − 1 = {12, 10, 6, 4}
Para m = 12 = 9 + 3 + 1− 1

t12 =
01 12 23 04 15 26 07 18 29 010 111 212

Para m = 10 = 9 + 3− 1− 1

t10 =
01 12 23 04 15 26 07 18 29 010 111
212

Para m = 6 = 9− 3 + 1− 1

t6 =
01 12 23 04 15 26 07 18 212
29 010 111

Para m = 4 = 9− 3− 1− 1

t4 =
01 12 23 04 15 26 07 18
29 010 111 212
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Obtenemos 3JW12 = E′
t12 + E′

t10 + E′
t6 + E′

t4 . Notar que t12, t10, t6 y t4 están en
la misma 3-clase.
La clase [t12] contiene dos tableaux adicionales

s =
01 12 23 04 15 29 010 111 212
26 07 18

,

t =
01 12 23 04 15 29 010 111
26 07 18 212

Concluimos
E[t12] =

3 JW12 + E′
s + E′

t

E′
s + E′

t ∈ TLF3
12 , E

′
s + E′

t ̸= 0 en TLF3
12 y 3JW12 es ortogonal a E′

s + E′
t.

Entonces E[t12] no es idempotente primitivo en TLF3
12 .
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Ejemplo 1 (método recursivo)

Si p = 3 y n = 3 tenemos n + 1 = 4 = a13
1 + a03

0, con a1 = a0 = 1. Entonces

I3 = {3± 1} − 1 = {3, 1}

Entonces, diagramaticalmente esperamos obtener

3JW3 =
JW1+ λ1

3

p13

JW3

p13
∗

El 3-father de n es f [3] = a13
1 − 1 = 2 y f [3] + 1 = 3

por lo tanto
If [3] = I2 = {2}

además s = n − f [3] = 1.
Ahora, tomando 2 ∈ I2

p1
3 = pi−s

3 = JW2
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Además λ1
3 = (−1)s

i + 1− s

i + 1
= −2

3
,

3JW3 =

JW2

− 2
3

JW2

JW3

Coincide con lo anterior dado que i = |D1| y s = |M1|.
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