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Funciones simétricas

Las funciones simétricas son polinomios en las n variables xi,x, ..., X,
con la propiedad de que al intercambiar cualquiera de estas variables, el
polinomio no se ve afectado.

Q f(x1, %) = X2 + 2x1x0 + X3,

Q f(x1,x2,x3) = x1x2 + x12 + XoX3 + x22 + x1X3 + x32,




Particiones

Una particién de n es una secuencia de nimeros naturales decrecientes que
suman n, por ejemplo:

una particién de 8 es (3,2,2,1)

una particién de 11 es (6,3,1,1)

A cada particién se le puede asignar un diagrama de la siguiente manera:

(3,2,2,1) —» |




Algunas familias de funciones simétricas:

Sea A = (A1, A2, ..., An) una particién, definimos las siguientes funciones
simétricas:

@ Monomiales:

my = xflxgz .- X" + permutaciones

2 2 2
M(2,1,1) = X{ X2X3 + X1 X3 X3 + X1 X2X3

@ Elementales:
€ = X1X2 + X2X3 + X1X3

© Potencias:
P4 :xf—kxf—i-xg.



Polinomios de Macdonald

Para cada A particién, existe un Gnico polinomio simétrico Py que cumple
las siguientes propiedades:

Q Py=my+ Z!L<)\ C)\,umua
@ (Px,Pu)g,t =0, cuando X # p.
donde el producto escalar esta dado por:

/
(Pxs Pu) gt = 2200,

=

A
O] v
1—thi

1

Ejemplo

1—t)(24+qg+t+ 2t
O Pp1)(g,t) = mpo1 + ( )(1 — th )m(1,1,1)

1-t)(1+q+¢?
9P(3)(q,t)=m(3)+( +atq),

(1-t°(L+q)(1+q+3°)
—a)l—qr) M




Evaluacién y Simetria para los polinomios de Macdonald

Diremos que evaluar en A es aplicar la siguiente evaluacién

xp — qHitN™

Ejemplo

£~ 1)(a> — 1)
°P311(@)— ( )( 1.'—1) )
Q Pi11)((3,2,1) =
t3(g°t? + gt + 1)(q3t3 — ¢?t2 — ¢t + qt®> + gt — 1)
(qt —1)q'? '

Pero a pesar de esto, dadas dos particiones \ y p, entonces se cumple la
siguiente igualdad para los polinomios de Macdonald

Px(1t) = 'EJM()‘)



Definimos el operador g-shift como:

Ti(F) (X1, X2, -« oy Xn) = F(X1, X2, -+, GXiy o+ oy Xn)
y sea
Aj = tX; — X;j
X,'—Xj

Se puede definir el operador de Macdonald de la siguiente manera:

Q D} = Apm +Aum
@ Di = AppAismi + Ax AT + As1AsaTs
© D3 = Ai3AxTi2 + A2nA3iTos + A12AseTi3

Y este cumple con
D,r,P)\ = e,()\)PA



Reglas de Pieri para polinomios de Macdonald

Tenemos las siguiente formula:

ePy = Zd})\up,u
"

Por ejemplo:

N |
e - P = ? .4 .j I4

Asi, realizando los calculos pertinentes se tiene que:

1—¢> 1—gt?

1 _ q2t ) 1 _ qt P(4:271)

1-¢% 1-¢% 1—g¢q 1—t2P

1-q32 1—q?t2 1—qt 1—t &3
1—-¢3t 1—-¢°t* 1-q¢> 1—gqt3
1-g33 1—-q22 1—q?t2 1—qt P211):-

e P2y = Pug) +




Reglas de Pieri para polinomios de Macdonald

Tenemos las siguiente formula:

ePy = Zd})\up,u
"

Por ejemplo:
- omopRus
R et )

Asi, realizando los calculos pertinentes se tiene que:

1—¢> 1—gt?

1 _ q2t ) 1 _ qt P(4:271)

1-¢% 1-¢% 1—g¢q 1—t2P

1-q32 1—q?t2 1—qt 1—t &3
1—-¢3t 1—-¢°t* 1-q¢> 1—gqt3
1-g33 1—-q22 1—q?t2 1—qt P211):-

e P2y = Pug) +




Polinomios simétricos en el superespacio

Consideremos el espacio:

Q[x; 0] = Q[x1, x2, ..., xn,01,62,...,0n]
en la cual se cumplen las siguientes relaciones:

xiXj = xjxi, 0ix; = x;0;, 0;0; = —0;0;.

Sea o € Sy, un polinomio simetrico en el super espacio es un
polinomio f € Q[x, 6] tal que

KK =f

Q f(x1,x2,01,02) = 0153 + 0253,
Q f(x1,x,01,02) = 0102(x} — x3),




Super Particiones

Una super particion A es un par de particiones (A?; A®), donde A? es una
particién es estrictamente decreciente y A° es una particién usual, por
ejemplo:

A=(1,0;2)
Definimos a A* a la particion obtenida al ordenar la superparticién A, como
por ejemplo

A* = (2,1,0)

A cada super particién se le puede asignar un diagrama de la siguiente

manera a
. @8




Algunas familias de polinomios simétricos en el superespacio

Sea A = (A?; A®) una super particién, definimos las siguientes funciones
super simétricas:

@ Monomiales:

M A2

mp =01 -Omx;x57 - - -x,’7\” + permutaciones

_ 2 2 2
me11) = Oixixexs + 02 x3x1x3 + O3x3x1x0

@ Elementales: e, y &, donde
& = O1x0x3 + Oox1x3 + O3x1%2
© Potencias: p, y p, donde

Pa = 01x¢ + 0253 + 03x3



Polinomios de Macdonald en el superespacio

Para cada superparticion A , existe un Gnico polinomio Py = Pa(x,6; q, t)
tal que:

Q@ Ppn=mp+ ZQ</\ C/\/QmQ7
@ ((Pa,Pq))qgt =0, cuando A # Q.
donde el producto interno esta definido por:

((Pn, PQ))q,t = 2A(g, t)Inq

Ejemplo
t2—1
P(2;2,1) = 91(X12X2X3(X2 + X3) ate %)Qxfi)
q(t* — 1)
—|—92(X2X1X3(X1 + X3) + —1X1X3)
q( t2—1)
—|—93(X3 X2 X1 (X2 aF Xl) + —_1X2X1)




Que sabiamos?

Clasico Super espacio
Evaluacién > Demostrado
Simetria » Conjetura
Regla de Pieri » Conjetura

Conjetura

Y

Operador



Algebra de Hecke

Definimos el operador de Hecke como:

tx; — X;
Ti=t+——2(s—1).
Xi — Xi+1

Estos operadores cumplen las siguientes relaciones:
(Ti = t)(Ti +1) =0,

TiTiaTi=TiaTiTiya
T;T; = T;T; siempre y cuando i — j # &1 modulo N

Otro operador importante es el operador w:

W = S57-15p,—2 5285171



Polinomios de Macdonald No simétricos

Definimos el operador de Cherednik como:

Y, =¢t""T; ... Tn—1CUT1_1 . Tiill

Los operadores de Cherednik conmutan entre ellos y pueden ser
simultaneamente diagonalizados, sus funciones propias son los polinomios
de Macdonald no simétricos y estan indexados por composiciones:

YiEn = ﬁiEn-



Super simetrizacién

Operador de t-Simetrizacion

Ui = Z T,.

oESN

Operador de t-Antisimetrizacion

N = z (_t)_f(o) To

gE€Sy

Entonces el polinomio de Macdonald en el super espacio se obtiene
permutando:

Ppn =01 0mU" U'E,(x1, %2, X3, Xa, X5)

donde A es la super particién obtenida al permutar 7.



Que sabemos

Clasico Super espacio
Evaluacién > Demostrado
» Conjetura
Regla de Pieri » Conjetura

Conjetura

Y

Operador



Super Evaluacion

Si A es una superparticién y w es la permutacion tal que wA = A*
entonces definimos la siguiente super evaluacién:

—Arti—t
Xw=1() —> q 7

Ejemplo
A=(1,0;2) — A* = (2,1,0)
en este caso w = K1o Koz, entonces la evaluaciéon es

—Aft2-1 1.1
2 =dq

X1 = Xy-1(2) = q t

S=1l
—A3t371

X2 = Xy-1(3) = q q*Ot2

_Ax£1—1 _
AT 240

X3 = Xp-1(1) = g




Propiedad de Simetria

Dada una funcién bisimétrica f, se tiene que
F(Y™1) - Pr = F(A) - Py
Ademas, sip=(m—1,...,1,0; ) definimos el corchete:
[f,&lm = (F(Y ™) - g(x)A%) (om)
se tiene que es simétrico:
[f:&lm = [8: flm
y con esto se puede demostrar la simétria en el caso supersimetrico

PA(Q) = Po(N)



Clasico Super espacio
Evaluacién > Demostrado
Simetria > Demostrado
Regla de Pieri » Conjetura

Conjetura

Y

Operador



Clasico Super espacio
Evaluacion > Demostrado
Simetria > Demostrado
@ »  Conjetura
Operador »  Conjetura



Reglas de Pieri (Conjetura)

Tenemos las siguiente formula:

ePr=> traPa
Q
Lo que ilustraremos con un ejemplo:

e2P(1,0,2) =P2,0.3) T *P1,0.3,1) T *P2,1:2) T *P2,0.2,1)
+*P(1,02,2) + *P(2,1;1,1) + *P(1,0:2,1,1)
El coeficiente (2,0;2,1) esta dado por

| ®
(1,0:2) =[ [ — (2,0;2,1) =
y el coeficiente es de la forma
t(—1+ q)%(¢*t> +2qt> —2qt — 1) _ t(—1+ g)%det(2)

t(g?t2 — 1)(qt —1)(qt2 —1)  (q?t2 —1)(qt — 1)(qt% — 1)



Reglas de Pieri (Conjetura)

Tenemos las siguiente formula:

ePr=> traPa
Q
Lo que ilustraremos con un ejemplo:

e2P(1,0,2) =P2,0.3) T *P1,0.3,1) T *P2,1:2) T *P2,0.2,1)
+*P(1,02,2) + *P(2,1;1,1) + *P(1,0:2,1,1)
El coeficiente (2,0;2,1) esta dado por

| AlA@
(1,0:2) =[ [ — (2,0;2,1) =&
y el coeficiente es de la forma
t(—1+ q)%(¢*t> +2qt> —2qt — 1) _ t(—1+ g)%det(2)

t(g?t2 — 1)(qt —1)(qt2 —1)  (q?t2 —1)(qt — 1)(qt% — 1)



Plan de demostracién

Si tuvieramos

er(Yi,.. ., YWF(x) = Y gro(xiq, t)miof(x)

0ESm
[H=r

entonces tendriamos la siguiente situacion

e,(Yl, ey YN)Pr(/\) = Zg[,UT/O'Pr(/\)
=>_81.Pr(Q)
= Zgl,a"DQ(r)
Por otro lado
er(Yi,..., YN)Pr(N) =e(IN)Pr(N)
= e (M)PA(T)
igualando y como se tiene la igualdad para infinitos puntos, tenemos que la
regla de Pieri deseada

X)PA(X) = &1.0Palx



Clasico Super espacio
Evaluacion > Demostrado
Simetria > Demostrado
Regla de Pieri » Conjetura

Y

Conjetura



Operador de Macdonald en el superespacio (Conjetura)

Por simplicidad definiremos lo siguiente:

5 xix(l—q)(1—1t)
T (i —x) (6 — %)

0;(3s, — D)

! J

Ejemplo
@ D} = (A + Bio)m1 + (A + Ba)m
Dl = (ApAiz+ B12A13 + A12B13 + Bro 1§1§)7'1
(2] +(A21A23 + Ba1 Aoz + A21 Bz + B21Bp3) 2
+(A31A32 + B31As2 + A31B32 + B31B32)73
D2 = (Ai3A + é1§A21 + A1zéz§)7'12
(s +(A21A31 + Ba1Asz + As2B31)723
+(A12A32 + B12A31 + A13B32) 713




La idea es demostrar que

e(Y)f — Dpf

Ejemplo
Caso N=4. m=2, r=2
A13A14A23A2T1 211 2
A34A1471(A12)73(A32) 1 3f1 2 + A13A14B32A3471 31 3
A13A4371(A12)7a(As2) 1,410 + A13A14Ba2As3T1 af1 4
A34A2472(A21)73(A31)T2,3f1,0 — A3A24B31A34m 36 3

A23A437T2(A21)7a(As1)T2,4F1,20 — A23A24Ba1AszTosafos

73(A32A31)74(As2A41)13.4F1 2 + B32As373(A31)74(As1)73,4F13
+Ba2A3473(A31)74(As1) 13,4114 — B31As373(A32)74(As2) 73,452 3
—B11A3473(A32)74(As2) T3 412 4 + A34A43(B31Baz — B32Ba1) 13413 4




Nuevas reglas de Pieri

Es posible encontrar
e(YT YD) =) grem) tof(x)
explicitamente y también
er(Ymit, ., YN)F(x) =) hyomiof(x)

Con estos operadores mas la simétria podemos obtener reglas de Pieri.
Por otro lado tenemos la descomposicién

ex(x1, X2, X3, Xa) = e2(x1,x2) + e1(x1, x2)e1(x3, xa) + €2(x3, xa)

con todo esto se intentara demostrar la regla de Pieri de la conjetura.



Pasos siguientes

@ Encontrar las dos reglas de Pieri mencionadas,
@ Combinar estas reglas de Pieri para obtener la conjetura,

© Ocupar los bloques para reconstruir el Operador de Macdonald en el
super espacio.

@ Generalizar los sistemas de g-bosones a sistemas g-bosones y
g-fermiones.



