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Generalidades de geometria algebraica

Conjunto algebraico afin
Sea S un subconjunto arbitrario de CI"l = C[x, x2, ..., x,].
V(S) ={x e A"(C)| VP € S, P(x) =0}

Es decir, V(S) es el conjunto de todos los ceros comunes de los
polinomios P en S. V(S) lo llamaremos el conjunto algebraico afin.

Ideal de un conjunto algebraico

Sea V' un subconjunto de A"(C) , el conjunto

I(V) = {f e Cl"vx € V, f(x) = 0}



Topologia de Zariski

Definimos la topologia de Zariski sobre A"(C) como la topologia
cuyos conjuntos cerrados son los conjuntos algebraicos afines.

Abierto estandar

Consideremos P € Cl"l y sea V(P). Llamaremos al conjunto
D(P) = A"(C) \ V(P) abierto estandar.

Base de la topologia de Zariski

La familia de abiertos estandar de A"(C) es una base para la
topologia de Zariski.



[rreducibilidad

Definicién
Sea X un espacio topoldgico, no vacio, dotado de la topologia
inducida por la topologia de Zariski, diremos que X es irreducible si

X = FUG, donde F y G son conjuntos cerrados en X, entonces
X=FoX=0G.

Definicion
Una variedad algebraica afin V es un conjunto algebraico afin
irreducible.

Teorema

Sea V un conjunto algebraico afin en A"(C) equipado con la
topologia de Zariski. Entonces,

V es irreducible < [(V) primo < (V) = % integral.



Morfismos

Funcién regular

Sea X C A" un conjunto algebraico. Una aplicacién f : X — C se
llama regular si es la restriccién a X de una funcién f : A" — C
dada por un polinomio f € Cl"l.

Morfismo

Sea X C A"y Y C A™ variedades algebraicas afines. Un morfismo
entre X e Y es una aplicacién ¢ : X — Y tal que existen m
funciones regulares f1,f,..,fm : Y — C con

o(x) = (A(x), ..., fm(x)) para todo x € X.



Grupo algebraico

Definicion
Un grupo algebraico G es una variedad algebraica equipada con
una estructura de grupo tal que las siguientes aplicaciones:

p:GxG — G
(g,h) — gh

t: G — G
g — gt

son morfismos de variedades.



Ejemplo
1. G, =(C,+) y G = (C*,-) son grupos algebraicos
unidimensionales.

2. (GL,(C),0) es un grupo algebraico lineal de dimensién n?.



Accién de grupos algebraicos

Definicién

Denotamos por e : {€} — G el elemento neutro de G y

mg : G X G — G el morfismo operacién de grupos. Una accién de
un grupo G sobre una variedad algebraica afin X es una aplicacién
a: G x X — X tal que los siguientes diagramas conmutan.

GxGxX AN Gux feyxx L gux
l(ld@,a) O la \Idx la
G x X % X X



Criterio para la existencia de una G-accién

Sea X una variedad algebraica afin y O(X) el anillo de funciones
regulares, O(G) el anillo de funciones regulares asociado a G. Una
G-accién o : G x X — X es equivalente a determinar un
homomorfismo co-accién

a*: O(X) — O(G x X) = O(G) ®c O(X) tal que satisfaga

Geometria <« Algebra
ao(mg,ldx) =ao(ldg,a) <+ (t—t-t')oa*=aoa*
ao(eg,ldx) =Ildx <« eve; 0a” =Idpx)
con eve,. evaluacién en el elemento neutro y

a:0(G x X) — O(G x G x X) se define como
a(a(t-x))=1t"-a(t-x)



Ejemplo

G, = (C, +) tiene como anillo de funciones regulares

O(G,) = CJt] y el grupo multiplicativo G, = (C*,-) al anillo de
polinomios de Laurent O(G,) = C[t, t71].



Derivaciones

Derivacion
Sea A un C-dominio. Una C-derivacién de A, es cualquier
aplicacién D : A — A que satisface las siguientes condiciones
para todo a, b € A:
1. D(a+ b) = D(a) + D(b)
2. D(ab) = aD(b) + bD(a) (Regla de Leibniz o regla del
producto)



Derivacién localmente finita (LFDer)

Una derivacién es localmente finita, si el span de las imagenes
{D"(a)|n > 0} es finito dimensional para todo a € A, es decir A
como espacio vectorial, es una suma de subespacios finitos
dimensionales D-invariantes.

Derivacion semisimple

Una derivacién D sobre un algebra A es semsimple, si D(a;) € Ca;
i € I, para alguna base lineal {a;,7 € I} de A.

Derivacién localmente nilpotente LND(A)

Una derivacién D € Der(A) se dice que es localmente nilpotente si
y sblo si para cada a € A, existe n € Z,>o de tal manera que
D"(a) = 0.

Observacion: las derivaciones semimisimples y localmente
nilpotentes son derivaciones localmente finitas.



Ejemplos
Sobre A = C[x]
1. D= % es una derivacion localmente nilpotente, pues para
todo p(x) € C[x], de grado n se cumple D"*1(p(x)) = 0.
2. D= xd% es una derivacién semisimple, pues existe una base
de autovectores {1, x, x%, x3,...}, donde cada elemento genera
un subespacio D-invariante.



Descomposicion de Jordan

Sea A un C-dominioy D : A — A una C- derivacién localmente
finita . Toda derivacién D localmente finita admite una
descomposicién D = D, + D, donde D; es semisimple y D,, es
localmente nilpotente, tal que [Ds, D,] =0



Exponencial de una derivacién localmente nilpotente

Sea A un C-dominioy D : A — A una derivacién localmente
nilpotente LND(A). Definimos la exponencial de D como la
aplicacién exp(D) : A — A, dada por

(N(a
expD(a) = Z D ( )

il
i>0

Esta bien definida pues existe n tal que D("(a) =0

Proposicion
Si D, Dy, D, € LND(A), se tiene que
1. exp D es un automorfismo de A

2. Si [D1, Ds] = 0, entonces
exp(D1 + D) = exp Dy o exp Dy = exp Dy o exp Dy

3. Si ¢ € Aut(A), entonces pexp(D)p ! = exp(pDp1)



G n-acciones

Teorema

Las acciones algebraicas del grupo multiplicativo G, sobre
X = Spec(A) estén en correspondencia con las Z- graduaciones de

la forma
A=PA,
nez

con A, = {a € Ala(t - x) = t"a(x),Vt € G}



G n-acciones

Ejemplo
La accién algebraica del grupo multiplicativo G, sobre
A! = Spec(CJx]) de la forma

Gmx Al — Al
(t,x) — tx
con a € Z, corresponde a la Z-graduacién C[x] = @An

neZ

A Cx™ :sin=m-a

n pr—
0 ;en otro caso



Aplicacién Exponencial

Sea D € Der(A), definimos la aplicacién exponencial exp(zD), de
la siguiente manera

exp(zD): A — A[|z\]
N Z%’Dm(a)

i>0



G n-acciones

Teorema (L. Cid)

Existe una correspondencia biyectiva entre las acciones regulares
del grupo multiplicativo y las derivaciones semisimples cuyos
autovalores son niimeros enteros:

Ds — (exp(zDs))*

d o
evloaocp —

donde t y z se relacionan de la siguiente manera

i+1(t=1)
exp(zDs) z = s (1)
O(X) ——% 0(X)[2]
permitiendo que exp(zDs) se factorice en

OX)[lt-1]

OX)[It — 11N O(X)[t*]



Observacion
En particularsit = e

exp(zDs)
—_—

O(X) o[t =2 o(x)

obtenemos un automorfismo semisimple exp(Ds)



G n-acciones

Ejemplo
La accién algebraica del grupo multiplicativo G, sobre
A? = Spec(C[x, y])
©: Gy x A2 — A2
(t,(x,y)) ~— (t7x,tby)

con a, b € Z, corresponden a la derivaciones de la forma
evlo%mp* :ax%+bya% con a,b c Z.



G ,-acciones

Teorema

Existe una correspondencia biyectiva entre las acciones regulares
del grupo aditivo y las derivaciones localmente nilpotentes:

D, —s (exp(tDp))*
d

evgo — o ¥ +—
odt<P 2

donde evq es la aplicacidn evaluar t = 0.



G ,-acciones

Ejemplo
Cualquier accién algebraica del grupo aditivo G, sobre
A? = Spec(C|x, y]) es conjugada a la siguiente accién dada por

©:G, x A2 — A?
(t,(x,y)) = oy +f(x)1)

que a su vez corresponde a la derivacién de la forma
evoo o @* = f(x )8,con f(x) € Clx].



G x G,-acciones y derivaciones localmente finitas

Teorema (L. Cid)

Existe una correspondencia biyectiva entre las acciones regulares
del grupo G, x G, sobre A" y las derivaciones localmente finitas
definidas sobre Cl”l cuyos autovalores son niimeros enteros.

{LFDer(CI"™)} «— {G,, x G,-acciones sobre C"}
D=Ds+ D, — (exp(zDs—+ t2D,))"

o 0 .
- _ $— g ey
ev(1,0) © <8t1 + atz) o Y = PsPn = PnPs

donde z = Z(—l)“rlM, t1 € C*.

; i
i=1



Observacién

Si la accién se restringe a {1} x G, su derivacidn es nilpotente, y si
la restringimos a G, x {0} si derivacién es semisimple con
autovalores enteros.



G x G,-acciones

Ejemplo
Las acciones algebraicas del grupo G, x G, sobre
A? = Spec(C|x, y]) de la forma

©:GmxG,x A2 — A2
((t1.22), (x,¥)) = (% y+f(x)t2)

con a € Z, f(x) € C|x], corresponden a la derivaciones de la forma

d d * 0 0
€V(1,0) © (dT’l + dT“z) oY = aXg. + f(X)afy



Proposicién (Van den Essen, 1992)

Sea D una k-derivacién de k[x, y], k cuerpo algebraicamente
cerrado de caracteristica cero . Entonces salvo conjugacién por
automorfismos de k[x, y|, D tiene una de las siguientes formas:

1. D= (ax+ by)% + (ex + dy)aay para algln a, b, c,d € k.

2. D= ﬁ + by2 para algin b € k.
Ox Oy

3. D= ax2 + (x™M+ amy)g para alginac kym>1
Ox dy

4. D = f(x)g) para algin f(x) € k[x].
Yy



G x G,-acciones y derivaciones localmente finitas

Proposicién (L. Cid)
Dada una C-derivacién D sobre C[x, y] con autovalores enteros,
toda accién de G, x G, sobre AZ es de la siguiente forma:

0 0
1 Para la derivaciéon D = (ax + by)— + (cx 4+ dy)— con
(ax + by) 5+ (ex + y)ay
a,b,c,d € C, médulo conjugacién por un automorfismos
lineal,obtenemos la accién

a) (x,y) = (1M x, t12y)
b) (x,y)— (ta*x, t1*(y + t2x))



Ox
(X,}/) = (X+ t27t][_).y)

0 0
2 ParaD=—+ bya— para algin b € Z, su accién es
Yy

0 0
3 Para la derivacién D = ax— + (x™ + amy)-— con a,m € Z
ox Oy
y m > 1 su accién es (x,y) — (tix, t1"(y + t2x™))
3}
4 Para D = f(x)a— para algin f(x) € k[x] su accién es

(x,y) = (x,y + taf (x)) .



Ejemplo

La derivacién localmente finita D = Xa + (4x + 2y)8 es
semisimple pura, equivalente a la derivacién sem|S|mpIe

Xa% + Zy% conjugada con el automorfismo lineal

F(x,y) = (x,4x + y), y produce una descomposicién de C[x, y]|

Clx,y] = @ Cx'(4x + yy

ij>0

Su accion de G, x G, es
(t1,t2) - (x,y) = Fo(tix, t12y) o F71 = (t1x, —4tix + 4t1°x + t2y)



Endomorfismos Localmente finitos

Endomorfismo

Sea X una variedad algebraica afin. Un endomorfismo F es un
morfismo de variedades algebraicas definido sobre la misma
variedad F : X — X.

Endomorfismo localmente finito

Sea F un endomorfismo sobre una variedad algebraica afin X. Si F
es cero de algtin polinomio P(t) € CJ[t], diremos que F es un
endomorfismo polinomial localmente finito (LFPE).

Automorfismo localmente finito

En particular todo automorfismo es un endomorfismo . Nuestro
interés principal son los automorfismos localmente finitos.



Automorfismo semisimple

Sea F un automorfismo polinomial localmente finito (LFPE) sobre
una variedad algebraica afin X. F es semisimple si es cero de algtin
polinomio P(t) € C|[t] separable sin multiplicidades, es decir,
existen a; € C tal que P(t) = (t —a1)(t —a2) --- (t — a,).

Endomorfismo nilpotente

Sea F un LFPE sobre una variedad algebraica afin X. F es
nilpotente si para x € X existe n € Z>¢ tal que F"(x) =0 ,(cero
de algin polinomio P(t) € C[t], P(t) = t").

Automorfismo unipotente

Sea F un LFPE sobre una variedad algebraica afin X. F es
unipotente, si F — I, es nilpotente (cero de P(t) = (t —1)™).



Ejemplo
Sea F el LFPE definido sobre AZ?

F:A* — A

(x,y) = (Bx+y*y)
Satisface ser cero del polinomio P(T) = T2 — 4T 4 3. Ademds
Fr=(3"x+3(3"—1)y%y)y F"F" = Fr+" y FO = Id.
Notar que si permitimos que n € C la expresién anterior define un
flujo.



Descomposiciéon de Dunford-Jordan

Sea F un LFPE invertible . Entonces F admite una descomposicién
F = FsF, = F,F;s, donde F, es unipotente y Fs es semisimple.



Ejemplo

Sea F el endomorfismo localmente finito definido sobre AZ2

F:A? — A?
(x,y) = (4x+4y%2y)

con

F = (4x+4y%2y) = (4x,2y) o (x +y2,y) = (x +y?,y) o (4x,2y)
con la descomposicion:

Fs = (4x,2y) = (exp(In(4)x L + In(2) &) (x, ) y
Fu=(x+y2%y) = (exp(y*5))(x, y).



Logaritmo de un automorfismo unipotente

Sea A un C-dominioy F*: A— A un automorfismo unipotente.
Definimos el logaritmo de F* como la aplicacién
Log(F*): A— A, dada por

LogF*(a) = Z (_1.)i+1 (F* —1da)(a)

£ I
i>1

estd bien definida pues F* — Id4 es nilpotente.

Proposicion
Dado F*, F{, F; automorfismos unipotentes con
LogF; o LogF; = LogF{ o LogF;, y ¢ automorfismo sobre un
C-dominio A. Se tiene que
1. Log(¢F*p™1) = plogF*p~t.
2. Log(F{'F3) = Log(F{) + Log(F5)



Automorfismos unipotentes

Proposicion
Los automorfismos unipotentes estan en correspondencia con las
derivaciones localmente nilpotentes (LND).

{Automorfismos Unipotentes} «+— { LND}
F, — LogF,
expD, <+ D,



Objetivo
Nuestro objetivo es responder a la siguiente pregunta, sera posible

definir una aplicacién logaritmo sobre un automorfismo semisimple
FJ y darle un sentido a estd expresién como en el caso unipotente?.

—1 i+1
LogFy = > (=1)
I

(R~ 1da)?
i>1

De ser afirmativa esta interrogante podriamos responder a lo
siguiente



Automorfismos semisimples

Pregunta

Si Ds es una derivacién semisimple, entonces exp Ds es un
automorfismo semisimple.

No se sabe si reciprocamente esto es cierto, es decir, si F; es un
automorfismo semisimple LogF/ serd una derivacién semisimple?

Ds — expDs
F; — LogFl ?



Automorfismos semisimples sobre C|x, y|

En [5] se prueba que todo automorfismo semisimple F en el plano
A2, es conjugado a (ax, by), a,be C

Por lo tanto se verifica que toda derivacién semisimple, proviene
del logaritmo de un automorfismo semisimple.

Log()

F —5 %o (Iog(a)xai + Iog(b)y;y) o (p*_l



Conjetura

Dado un automorfismo semisimple F; sobre Cl"l, existe una
derivacién semisimple, denotada por Log(FJ), tal que
exp(Log(F)) = F -

Consecuencias
1. LFAut(CI") = exp(LFDer(CI")
2. Cada automorfismo localmente finito define un flujo.
3. LFAut(Cl"l) < Aut(Cln)



Ideas proyecto de tesis

1. Clasificar las G, x (G;-acciones y derivaciones localmente
finitas con autovalores enteros sobre Clx, y, z].

2. Establecer la correspondencia entre derivaciones localmente
finitas y los automorfismos localmente finitos sobre C[x, y, z].

3. Aut(CBl) =< LFAut(CBl) > ?
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