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Un ejemplo: Un modelo asimétrico monostable.

Se denota por u(t,a,x) la densidad de poblacién en la locacién
x, en tiempo (¢t > 0) y de edad a (0 < a < 00). El nimero total
de individuos adultos (a) y juveniles (j) es:

400 h
U (t, x) :/ u(t,a,x)da, u;(t, x) :/ u(t, a, x)da,
h 0

donde h denota la edad de maduracion.



Un ejemplo: Un modelo asimétrico monostable.

La poblacion juvenil, sujeta a movimiento por adveccion,
satisface

ou 4 o ou 4 0%u 4 ou v a<h

- "y ) ’

ot " da “ox2 " oy MY
donde d; y u; son tasa de difusién y muerte resp. y v; es
velocidad de adveccién. Y la poblacién adulta satisface

ou Ou 0%u
a—l-%:da@—uau, a > h.

Y de la definicién de u,(t, ) obtenemos

Oug(t, ) .
o

O?u(t,z)

u(t, h,z) +d, 52

— ol (t, ). (1)




Un ejemplo: Un modelo asimétrico monostable.

Es légico suponer que u(t,0,z) = g(uq(t,z)), donde g(u) es la
funcién de nacimiento de la especie. Entonces la ecuacién (1)

queda
ou 0%u
ot = Gagg Hatat
e—ujh +oo

R Wt — N, (—(z—y+v;h)?/(4d;1h)) gy,
> Jrdh g(ua( y))e y

la cual, para un nucleo asimétrico K, tiene la forma:

ug(t, ©) = ugy(t, x) — f(u(t, z) /K x—y)g(u(t—nh,y))dy,u > 0,
(2)




Ondas viajeras

Definicién

Las soluciones cldsicas positivas de la ecuacion (2) de la forma

u(t,z) = ¢p(z + ct),

donde el perfil ¢ es una funcion acotada tal que p(—o0) =0 o
bien ¢p(+00) =0, son dichas semi-wavefronts. El nimero c es
dicho velocidad de propagacion de la onda.

o(x + ot) P(x + oty




Ecuaciones diferenciales para perfiles de ondas

Consideremos la ecuacion integro-diferencial, asociada a la
ecuacién (2),

() — ey (1 /K Yt —s5—ch))ds =0, (3)

con solucién ¢(t). Entonces el perfil ¢ satisface

o)== ([ e Gorns + [ e Gosyas).

donde o(c) es una constante y

(G6)(s) = /R kn(8)9(0(t — $))ds + F5(6(8)).



Ecuaciones diferenciales para perfiles de ondas

Mediante la eleccién de un nicleo adecuado K (s,7) y la funcién
no lineal g(s, 7), el perfil ¢(t) satisface la siguiente ecuacién de
convolucién no lineal

B(t) = /X du() /R K(s,7)g(6(t —5),7)ds, tER.  (4)




Condiciones

e (X, u) denotard un espacio medible con medida finita .

e El niicleo K : R x X — [0, 4+00) serd integrable en R x X
con [ K(s,7)ds >0, 7 € X, pero puede ser asimétrico
con respecto a la primera variable.

e La funcién de nacimiento g : Ry x X — Ry, g(0,7) =0, es
medible y continua en ¢ para cada 7 € X fijo.



Generalizacion de la teoria de Diekmann y Kaper

o On a nonlinear integral equation arising in mathematical
epidemiology O. Diekmann (Differential Equations and
Applications, 1977),

e On the bounded solutions of a nonlinear convolution
equation O. Diekmann y H. Kaper (Nonlinear Analysis,
TMA, 1978),

o Thresholds and travelling waves for the geographical spread
of infection O. Diekmann (Journal of Mathematical
Biology, 1978),



Condicion de Mollison

Supongamos que g(v,7) > p(7)v para p(r) > 0 medible y
€ (0,9), 6 > 0.

Teorema (Necesidad de la condicién de Mollison)

Sea ¢ : R — [0,+00) continua y que satisface (4). Suponga que
p(—0) =0y p(t) Z0, t <t para cada t' fijo. Si se cumple que

/ / K (s, 7)p(r)dsdp(r) € (1,00), (5)

entonces fEOO o(s)e *ds y [o [x K (s, 7)p(T)du(r)e 5 ds son
convergentes para un apropiado T > 0.




Abscisas de convergencia

Suponga que sup g ¢(s) < co. Considere

B(2) = /R e~ (s)ds, K(z) = /R /X K (s, 7)p(r)dp(r)e—ds,

y denote la banda abierta maximal de convergencia para esas
dos integrales por o4 < Rz <74 y o < Rz < vk,
respectivamente.

Teorema

Suponga que p, g, K son como en el Teorema anterior.
Entonces, o < 04 <7y < Yix. Mds ain, K(v,) es siempre un
numero finito.




Abscisas de convergencia

Corolario

Suponga que

lim /R /X K (s, 7)p(r)du(r)e—ds = +oo.

Z—VK —

Entonces, 74 es un nimero finito y vy < Vi -




Ecuaciéon caracteristica

Asociamos con la linealizacién en torno al 0 de la ecuacion de
convolucién (4), la siguiente ecuacién caracteristica

X(z) =1— /X du(r) /R K (s,7)g(0, 7)e~**ds. (6)




Abscisas de convergencia

Teorema (Existencia de raices de x(z) = 0)

Suponga que x(0) < 0. Sea ¢ : R — [0,400) una semionda para
la ecuacion (4). Si p(—o0) =0 y p(t) Z0, t <t para cada t/
fijo, entonces x(z) tiene un cero en

(0,’7¢] C (0,v7x] C RU{+o0}.

Si p(+00) = 0 entonces un resultado similar puede ser probado.
A saber, en esas condiciones x(z) tiene un cero en [0k, 0).




Férmulas asintéticas(A Bootstrap Argument)

(J. Mallet-Paret, J. Dyn. Diff. Eq., 1999). Suponga que la
funcion ¢ es acotada, no negativa y ¢(—o0) =0, ¢(t) # 0,
t <, para cada t'. La funcién continua g(-,7) : Ry — Ry
es diferenciable en 0 con ¢’(0+, 7) > 0 para cada 7 fijoy x(0) < 0.

(SB) 74 < 7K ¥, para alguna funcién medible C(7) > 0
y a, g 6 (07 1]7

90,1~ 247 < oy, we 0,0),

((x) = C(T)K(s,m)e **dsdu < 400, z € (0,vK).
X xR
EC,) Para cada x € (0, p), p < 74, existe un C, positivo
p @

tal que
0 < (t) < Cpe™, t<0.




Teorema: Férmulas asintoticas 1

9() = I ols)ds |
Sea
medible dy € L'(X), tal que

. Suponga que existe una funcién

g(u,7) < do(T)u, u >0, (7)

y se satisfacen (SB), (ECjy.) para un pequeno

2e € (0,7K —7¢)- Suponga ademas que

Jrwx K (s,7)d2(7)e**dpds converge para todo x € (0,7vx).
Entonces x(v4) = 0 y, para un apropiado €; > 0, a,m € R,
k € {0,1}, y continuo r € L?(R), se cumple que

Wt +m) = (a — t)kerst 4 OoteVr (1) ¢ e R. J




Formulas asintéticas

Observacion

Se puede demostrar que la propiedad ¢(—oc0) = 0, para ¢
acotada, implica la convergencia exponencial (t) = O(e™) en
—o0 para cada z € (0,74). Ademds, ¥(t) = O(t) cuando

t — +o0.

Asi, para cada z € (0, v4) ﬁjo integrando la ecuacién (4) dos
veces, encontramos que W(z fR e *Y1)(v)dv satisface

U(z) — /du /K 5,7) / —2(v-9) /Hg( (u), 7)dudvds
_ /X du(7) /R K(s,7) / / 7)dudvds



Formulas asintéticas

Es decir,

U(z) = </X dM(T)/RK(S,T)Q/(O,T)G_ZSdS> /Re_‘w¢(v)dv+7€(z),
donde
RG) = [ dnto) [ Ks.mieds [ e [ (o007 0. 7hptu)dud

Por lo tanto,




Formulas asintéticas

Teorema

Si se cumple la desigualdad (7), (SB) (excepto v4 < vK) y
(ECy) y si

/R /X K (s, 7)ds(1)dp(r)e*"0ds < 1,

para algin xo € (0,7vk), entonces vg coincide con el cero
minimal positivo \; of x(z).




Teorema: Férmulas asintoticas 2

Asuma (SB)y (EC,,) excepto 74 < vk y suponga que
x(0) <0, x(7g-) #0, g(u,7) < ¢'(0,7)u, u > 0. Entonces 4
coincide con el cero minimal positivo \; de x(z) y tal solucién
(si existe) tiene la siguiente representacion:

o(t+m) = (a — t)FeMt 4 eOrtdlin(y), J

con r € L?(R) continua, para apropiados a, m € R, § > 0.



Segundo capitulo: Existencia de soluciones tipo onda

(C): Para cada ¢ > 0 existe una funcién medible
Cs(1) > 0 tal que

g(u,7) < Cs(1)u, u €0, 9],

/X Cs(r)dp(r) /R K(s,7)ds < +00;

(P): Soluciones acotadas ¢(t) > 0 de (4) son cero en
algun punto sélo si ¢(t) = 0.

Teorema (Dicotomia)

Asuma (C) y (P) con x(0) < 0. Entonces, la siguiente
dicotomia se cumple para cada solucion acotada ¢(t) > 0 de (4):

liminf; .1 o ¢(t) > 0 o bien ¢p(+00) = 0. Un resultado similar
es vdlido para —oo.




Dicotomia /Persistencia puntual

A partir de los Teoremas de Dicotomia y de existencia de ceros
para x(z) obtenemos el siguiente

Corolario

Si x(2) no tiene ceros positivos [negativos] y ¢ es una solucion
acotada y positiva de (4), entonces liminfy_, o ¢(t) > 0
[respectivamente, liminf,_, o ¢(t) > 0/.




Dicotomia /Persistencia puntual

A partir de los Teoremas de Dicotomia y de existencia de ceros
para x(z) obtenemos el siguiente

Corolario

Si x(z) no tiene ceros positivos [negativos] y ¢ es una solucion
acotada y positiva de (4), entonces liminfy_, o ¢(t) > 0
[respectivamente, liminf,_, o ¢(t) > 0/.

Observacion

| \

Si w denota +00 0 —oo, tenemos la siguiente propiedad de
persistencia puntual: para cada solucion positiva y acotada ¢(t)
de la ecuacion (4) que satisface p(—w) = 0 existe algin

d(¢) > 0 tal que liminf;_,,, ¢(t) > ().




Persistencia uniforme

(N): N;. Existe 10 € X, u(19) =1 tal que g(v,7) es
creciente en v para cada 7 # 179 y g(v,79) > 0,
v > 0. Considere la funcién mondétona

g(v) :/X\{TO}Q(U,T)d/J(T)/RK(S,T)dS.

Ns. Existe (2 > 0 tal que ©(v) :=v — g(v) es
estrictamente creciente en [0, (2], ¥
O(¢2) > C max,>0 g(v,70) donde C := [ K(s,7).

Definimos G(v) = ©71(Cg(v,7)). Es claro que G(0) = 0,
0 < G(v) < (2, v >0,y que los gréificos de G(v) y g(v, 70)
tienen formas geométricas similares.




y=G(s)




Persistencia uniforme

Si x(0) <0y (C), (N) se cumplen, entonces, para algin
G € (0,¢2),
Q@ G € C(Ry,Ry) es positiva para s > 0 y existe G'(0+) > 1;
@ G([C1,¢2)) € [Gr, ¢ y G(Ry) € [G(0), ¢l
Q minge(e, ¢, G(s) = G(C1) mientras que G(s) > s for
s € (07 Cl]




Persistencia uniforme

Lema

Si x(0) <0y (C), (N) se cumplen, entonces, para algin
GRS (0>C2);
Q@ G € C(Ry,Ry) es positiva para s > 0 y existe G'(0+) > 1;
@ G([C1,¢]) € [, ¢2] ¥y G(Ry) € [G(0), ¢l
Q minge(e, ¢, G(s) = G(C1) mientras que G(s) > s for
S € (O, Cl]

Teorema (Persistencia uniforme)

Asuma (N) junto con las condiciones del Teorema de
Dicotomia y tome (1 como en el Lema 1. Sea ¢ una solucion
positiva acotada de la ecuacion (4). Sim = infser ¢(s) < 1
entonces, limy_y,, ¢(t) =0 y liminf,,_,, () > (1 para algin
weE {—oco. 400!,




Teorema: Existencia de semifrentes

Teorema

Asuma (N) que G'(0) es finito y que g(s,7) < ¢'(0,7)s para
todo s > 0. Si x(z), x(0) <0, estd definida y cambia su signo
en un intervalo (0,w), entonces la ecuacion (4) tiene al menos
una solucion semi-wavefront, con ¢(—oo) =0, sup,cg ¢(s) < (2
y iminf; o &(t) > (1. Ademds, si la ecuacion G(s) = s tiene
exactamente dos soluciones 0 y k en Ry, y k es atractor global
con respecto a la aplicacion G : (0, (2] — (0, (2], entonces
d(400) = K.




Velocidades criticas

Considere
U(z,¢) = 2% — cz — q + pexp(—zer) / K(s)exp(—zs)ds, (8)
R

donde p > q y K satisface las condiciones de nicleo. Ademas,
(8) es muy similar a la ecuacién caracteristica de la linealizacién
en torno al 0 de la ecuacién (2).

Teorema

Asuma que p > q > 0 y que ¥(z,c) estd definida para todo z en
un intervalo mazimal (a,b) > 0. Entonces, existen nimeros
reales ¢; < ¢ tal que para cada ¢ € (—oo,c; | U|[ct, +0) la
ecuacion P (A, c) = 0 tiene exactamente dos raices reales o bien
tiene exactamente una raiz real Ai(c). Mds ain, cada

Aj(e) € (a,b) es positiva si c > ¢ y es negativa si ¢ < ¢ . Si

c € (cy,cf), entonces ¥(z,¢) > 0 para todo z € (a,b).




Un ejemplo (continuacién)

Considere ¢(x + ct) una solucién tipo onda para la ecuacién de
reaccién-difusién (2).

Observacién

En nuestro trabajo obtenemos dos velocidades criticas c; < ¢
(ver teorema anterior) en similitud con el trabajo (E.
Trofimchuk, P. Alvarado, S. Trofimchuk, Journal of Differential
Equations, 2009), en el cual la velocidad minima

cy = max{0,c; }. Mds ain, cada posicién de ¢, , ¢i y 0 en la
recta es posible.




Un ejemplo (continuacion)

En efecto, si tomamos

K(z) = e b2 q(0) =2,
en la ecuacién (2) entonces,
e Para 3 = 0, obtenemos ¢ = —c; = 0.79 (caso simétrico),
@ para 3 = 5, obtenemos ¢ = 2.7, ¢; =0.7...,
e para 3 = —5, obtenemos ¢ = —0.7, ¢, = —2.7... (caso
asimétrico).

Observacion. Si [ = £5, entonces la ecuacién (4) tiene al
menos una onda estacionaria (es decir, propagandose a

velocidad ¢ = 0).



Tercer capitulo, descripcién geometrica de frentes

Ecuacién de tipo Mackey-Glass

w(t, ) = Au(t,x) — du(t,z) + g(u(t — h,x)) wu(t,z) >0, (9)

donde x € R™,
Nicholson con difusién:

Ut(t, .’1}') = Au(t, :1:) - 5U(t, .’E) —|— pu(t — h7 x)eu(tfhvx)

S. A. Gourley, Journal of Mathematical Sciences, Vol. 124, No.
4, 2004



Ecuaciéon con retardo

Si ¢(x + ct) = u(t, z) es una wavefront de la ecuacion (9),
entonces la funcién ¢ es una solucién heteroclina de la ecuacion
diferencial con retardo:

2" (t) —ca!(t) — x(t) + g(x(t — ch)) =0 (10)



Caso sin retardo

Caso h = 0. Ecuacion de tipo monoestable de reaccion-difusion
u(t,x) = Au(t, z) — du(t,z) + g(u(t,z)) wu(t,z) >0, (11)

donde z € R™.

B. Gilding and R. Kersner, 2004, Birkhauser.



Caso mondétono

e X. Liang and X. Q. Zhao, Spreading speeds and traveling
waves for abstract monostable evolution systems, Journal of
Functional Analysis., 2010,

e E. Trofimchuk, M. Pinto, S. Trofimchuk, Pushed traveling
fronts in monostable equations with monotone delayed reaction,
DCDS-A, 2013

Proposicion

Suponga que g : [0, k] — Ry es mondtona. Entonces eziste

¢« > 0 (llamada velocidad minima de propagacion) tal que la
ecuacion (9) tiene un dnico frente de onda (salvo traslacion)
u(t,x) = ¢(ct+v-x) para cada ¢ > ¢, y cada h > 0. En adicion,
el perfil ¢ es una funcion estrictamente creciente. Finalmente,
si ¢ < ¢y entonces la ecuacion (9) no tiene frentes viajeros.




Condiciones minimas en la funcion g

[TTT]: E. Trofimchuk, V. Tkachenko, S. Trofimchuk, Slowly
oscillating wave solutions of a single species reaction-diffusion
equation with delay. Journal of Differential Equations, 2008.

(UM) g: R4 — R4 es continua y tiene un unico extremo
local positivo x = 6 (punto de maximo global).
Ademis, ¢(0) =0, g(k) = K y existe
g9'(0) > 1, ¢'(k).

(FC) La restriccion g : [g(max ¢g), max g] — R tiene
feedback positivo con respecto al equilibrio «, es
decir,

(9(z) — K)(x — k) <0, = # k.



Teorema 1 en [TTT]

Proposicion

Asuma (UM) y ¢'(k) < 0. Sea u(x,t) = ¢(v-x + ct) un frente
de onda para la ecuacion (9). Entonces existe 11 € RU {+o0}
tal que

#'(s) >0 en (—o0,71).

Ademdas, T es finito si y sélo si ¢p(11) > k. Si, En adicion, la
funcion de nacimiento g satisface (FC), entonces ¢ es
eventualmente mondtona o lentamente oscilante alrededor de k.
Finalmente, si 1y es el punto mds a la izquierda donde

o(19) = 0 entonces 71 — 19 > ch.




Funcién de nacimiento lineal por partes g

kl.’l?, 0 S T S 97
g(x) :=q kax+qo, 0<z<0, (12)
ksx +q3, 61 <x < g(b).

Aqui los ntimeros reales g; son elegidos para asegurar la
continuidad de g.



Funcién de nacimiento ¢ lineal por partes.

0.8

0.6

y=g(s)

0.4+

0.24

Figure : Nonlinearity g under hypotheses from Theorem (10).



Conjunto Dg

[GT]: A. Gémez, S. Trofimchuk, Global continuation of
monotone wavefronts Journal of the London Mathematical
Society (2013)

Definicién

El par (h,c) € De si y sdlo si cada una de las ecuaciones

X0 =22 —cz — 1+ ¢'(0)e=*" = 0,

X =22 —cz — 1+ ¢ (k)e *" = 0 tienen exactamente dos
raices reales (contando multiplicidad) del mismo signo: raices
positivas 0 < po < @1 para la ecuacion xo y negativas

Ao < A1 <0 para la -




Condicion de convergencia

Proposicion

Asuma (UM) vy la siguiente condicion de estabilidad global

(GA) &k es el atractor global para al menos una de las
stguientes dos aplicaciones
9.0 [g%(6),9(0)] = [5°(0), 9(0)].
Entonces cada solucion semi-wavefront de (10) converge a k en
infinito: ¢(+00) = k.




Condicion de convergencia

Figure : Funciones lineales por partes g y o



Existencia de frentes eventualmente mondtonos

Proposicion

Asuma (UM), (FC) y (GA) y que (h,c) € Dg. Entonces
existe al menos un frente viajero u(t,z) = ¢(z - v+ ct), |v| =1,
para la ecuacion

w(t, x) = Au(t, ) — ou(t,z) + g(u(t — h,z)) wu(t,x) >0,

y su perfil ¢ debe ser eventualmente mondtono.




Teorema

Sea g la funcion unimodal definida por (12), donde
ko < ks <0 < ky. Ademds, asuma que las hipdtesis (UM),
(FC) y (GA). Si (h,c) € D¢ y

9(0)

)= 1+ pa(e)uz(c)

> K. (13)
Entonces la ecuacion (11) posee frentes viajeros propagandose
con velocidad ¢ (la cual puede ser la minima). Luego, cada una
de estas ondas viajeras es eventualmente mondtona y no
mondtona. Ademds, si max{|ks|, |ks|} < k1 o bien la ecuacion
caracteristica 2> — cz — 1 + |kg|e™*" = 0 tiene dos raices reales
positivas (contando multiplicidades), entonces existe un dnico
frente viajero (salvo translacion) propagdndose con velocidad c.




Parametros

Considere k1 = —ko =3, k3 = —0.25, 6 =1/3, h =2, k = 0.53.
Entonces la velocidad minimal ¢, = 0.71... y la velocidad
critica ¢® = 0.751... pueden ser determinadas de la ecuaciones
caracteristicas

22 —cz—1+43e72% =0, 22 —cz—1—0.25¢72¢* = 0. Por
definicién, {2} X [ci, ¢*] = De N ({2} x Ry). Ademés

p1(cs) = pa(es) = 0.92. .. son raices multiples de

22 —cz—1—0.25e72¢2 = 0.



Teorema de existencia

Teorema

Eziste una funcion unimodal lineal por partes g que satisface
(UM), (FC) y numeros reales positivos h,c, < c* tal que la
ecuacion (9)

(i) tiene un unico frente u(t,x) = ¢(x-v+ct), |v| =1,
para cada ¢ > ¢y Y no tiene frentes viajeros
propagdndose con velocidad ¢ < cy;

(ii) para cada c € [cy, c*], el perfil ¢ no es mondtono
pero st eventualmente mondtono;

(iii) para cada ¢ > c*, el perfil de onda ¢ oscila
lentamente alrededor de k.




Conclusién de la conjetura

y=(t)

Figure : Perfil de un frente de onda, ni monétono ni oscilatorio, para
la ecuacién (9).
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Teorema 5b, pp 58 “The Laplace Transform”, David Vernon
Widder.

Teorema

Si a(t) es mondtona, entonces el punto real del eje de la
convergencia de

f6) = [~ e day

es una singularidad de f(s).




Teorema de Tkehara

Teorema 17, pp 233 “The Laplace Transform”, David Vernon
Widder. Suponga que ¢(t) es una funcién no negativa y no
decreciente en [0, 00) tal que la integral

o0
f(s) = / e_Stgo(t)dt, $ = o +iT converge para o > 1.
0

Teorema

Si para alguna constante A y alguna funcion g(7)

Jim f(s) = == = (1) (14)

uniformemente en cada intervalo finito —a < 7 < a, entonces

lim p(t)e™ = A.

t—o00




Caracterizacion de Dg.

Proposicién ([GT], Lema 1.1)

Suponga que g'(k) < 0. Entonces existe ¢* = c¢*(h) € (0,400] tal
que la funcion caracteristica x,.(z) tiene tres ceros reales

A <A <0< A3 siy sdlo sic<c*. Sic* es finitoyc=c",
entonces xy tiene un cero doble Ay = Ao < 0, mientras para

¢ > c* no existen ceros negativos de x. Ademds, si \j € C es
un cero complejo de X, para ¢ € (0,c*] entonces R\j < Ay y
|SNj| > 27/ (ch).




Formas de los perfiles

Si suponemos que ¢(0) =0 y que pg < uq son las raices de
positivas de
22— cz—1+g(0)e > =0.

Y la funcién g unimodal esta definida como antes (lineal por
partes). Entonces para todo t < ch se cumple que

B(t) = pel?t + (0 — p)e!t sipy < py, J

o bien,

B(t) = —qteMt 4+ et sipy = g, ’

para p y g que satisfacen

w10 10

0<p< L 0<g < —.
p p1 — proe—chlpi—pz) =7 + pich




