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Introducciéon

El estudio de las funciones simétricas es un tema central dentro de la combinatoria alge-
braica. Una funcién en varias variables se dice simétrica si es invariante bajo cualquier inter-
cambio de sus variables. Unas de las funciones simétricas més importantes son las llamadas
funciones de Schur, las cuales poseen diversas propiedades combinatoriales ademés de tener
conexiones con la teorfa de representaciones. Una notable generalizacion de las funciones
de Schur son los polinomios de Macdonald, los cuales fueron introducidos por Macdonald
en 1987 [11]. Estos polinomios dependen de dos pardmetros ¢ y t que al especializarse dan
las funciones de Schur, asi como otras funciones simples como las funciones monomiales
y elementales o polinomios mas importantes como los polinomios de Hall-Littlewood y de
Jack.

Las funciones simétricas también tienen conexiones con la fisica. Un ejemplo de esto es
que los polinomios de Jack son funciones propias del modelo cudntico de Calogero-Moser-
Sutherland trigonométrico (tCMS), el cual describe la interaccién de N particulas idénticas
sobre un circulo. Siguiendo esta coneccion, la versién supersimétrica de este médelo fue
utilizada por Lapointe, Desrosiers y Mathieu para obtener una versién supersimétrica de
los polinomios de Jack [12, 13, 14]. Esto dio comienzo a una extensién supersimétrica de
la teoria de funciones simétricas. En esta extensién las funciones dependen de dos tipos
de variables; las variables usuales z; y las variables 8; que anticonmutan entre ellas y son
llamadas variables fermiénicas. Al espacio de las variables x; junto con las variables 6; se le
llama superespacio mientras que un polinomio f(z1,...,xy;601,...,0N) invariante bajo el
intercambio simultdneo de las variables x; y 6; se dice superpolinomio simétrico. En [15, 16]
Lapointe, Desrosiers y Mathieu mostraron que ciertas propiedades de los polinomios de Jack
como la dualidad, la evaluacién y la norma se pueden extender a los superpolinomios de
Jack. Ademads Gatica, Jones y Lapointe [10] describieron en 2017 una regla de Pieri para
los superpolinomios de Jack.

El siguiente paso en el estudio de una teoria de funciones simétricas en el superespacio
fue, naturalmente, encontrar una versién supersimétrica de los polinomios de Macdonald,
lo cual fue realizado el afio 2013 por Blondeau-Fournier, Lapointe, Desrosiers y Mathieu
[8]. En tal articulo s6lo se mostraron ciertas propiedades como la dualidad, dejando la
evaluacién, la norma y reglas de Pieri como problemas abiertos.

Por otro lado, en [22] se mostré que los superpolinomios de Macdonald poseen una
cierta estabilidad con respecto a su parte fermidnica. Utilizando esta propiedad y reescri-
biendo las variables se obtuvo que una familia de superpolinomios de Macdonald se podia
factorizar en el producto de dos polinomios de Macdonald. Tales polinomios son indexados
por biparticiones y son llamados dobles polinomios de Macdonald. Estos dobles polinomios
de Macdonald no involucran maés variables fermiénicas sino que un segundo alfabeto de
variables bdsonicas, por lo que se dicen bisimétricos al ser polinomios simétricos en dos
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tipos de variables. También se probaron algunas propiedades como la norma y la evalu-
acion, las cuales pudieron ser demostradas a partir de su descomposicién en factores de dos
polinomios de Macdonald. Uno de los problemas que fue abordado en esta tesis corresponde
a generalizar los dobles-polinomios de Macdonald a un nimero arbitrario de conjuntos de
variables (alfabetos).

Como mencionamos anteriormente, algunas propiedades combinatoriales sobre los su-
perpolinomios de Macdonald ain no habian sido probadas, en particular la norma, la eval-
uacién, las reglas de Pieri y la propiedad de simetria. Estos problemas abiertos también
fueron abordados en esta tesis. En el caso de los polinomios de Macdonald, estas propiedades
son probadas simultaneamente utilizando operadores. Sin embargo no teniamos la version
supersimétrica de estos operadores y tampoco teniamos una idea de como encontrarlos.
Es por esto que primero nos parecié mas razonable encontrar la norma y la evaluacién de
manera directa, lo cual resulté ser exitoso.

Las férmulas de la norma y la evaluacién fueron conjeturadas en [8]. Uno de los prin-
cipales resultados de esta tesis es la demostracion de estas férmulas. En nuestro caso la
definicién de la evaluacién es un poco més general que la dada en [8], ya que incluimos
un parametro u, lo que implicé que el resultado que obtuvimos sea también un poco mas
general que el que fue conjeturado en [8]. M4s especificamente, el resultado lo conseguimos
combinando las ideas de Macdonald en [11] con la demostracién de la evaluacién en el
caso de los superpolinomios de Jack [16]. En particular, siguiendo la idea de Macdonald,
incluimos el pardmetro v mencionado anteriomente, lo que implicé que la evaluacién sea
un polinomio sobre u de grado conocido. Los factores de este polinomio se obtienen por
recursividad sobre las columnas del diagrama de la superparticiéon que indexa el polinomio,
los que resultan ser férmulas tipo largo-pierna y largo-brazo. En el caso de las columnas
fermiodnicas, imitando la idea de la demostracion de la evaluacion de los superpolinomios de
Jack, hubo que incluir una segunda evaluacion, que también tiene una férmula explicita. La
férmula de evaluacién que obtuvimos generaliza la evaluacién de un polinomio de Macdon-
ald, haciendo el grado fermiénico nulo, y generaliza la evaluacién de los superpolinomios
de Jack mediante el limite adecuado. La férmula de la norma de un superpolinomio de
Macdonald se obtiene como consecuencia de la evaluacion y de la dualidad. Esta férmula
también generaliza las férmulas de la norma para los polinomios de Macdonald y de los
superpolinomios de Jack.

Como fue dicho previamente, en el caso usual de Macdonald las reglas de Pieri! y la
propiedad de simetria? son probadas similtaneamente utilizando ciertos operadores D .
Por lo tanto, de manera natural intentamos obtener una versién de estos operadores en el
superespacio. Esto fue parcialmente resuelto, puesto que logramos encontrar la extensién
de los operadores DY, pero sélo de forma conjetural. Al igual que en el caso de la evaluacién
donde necesitamos una segunda evaluacién, en este caso obtuvimos dos tipos de operadores.

1Con las reglas de Pieri nos referimos al producto de una funcién elemental por un superpolinomio de
Macdonald. Este producto resulta en una suma de superpolinomios de Macdonald, indexados por super-
particiones que dependen de la superparticién original, cada uno multiplicado cierta funcién racional en ¢q y
t.

2Esta simetria es con respecto a una nueva evaluacién sobre los superpolinomios de Macdonald. Esta
evaluacién es més general que la que mencionamos anteriormente, ya que depende de una superparticién. La
propiedad de simetria se refiere a que al realizar esta evaluacién sobre un superpolinomio de Macdonald, las
superparticiones involucradas de la evaluacién y del superpolinomio de Macdonald pueden ser intercambiadas
sin alterar el resultado.
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La expresion de estos operadores tiene una forma muy elegante, con una estructura similar
a los operadores de Macdonald, aunque de complejidad bastante mayor. Esta complejidad
adicional fue tal que no pudimos probar que los operadores tienen como funciones propias a
los superpolinomios de Macdonald. Més especificamente, en el caso usual de Macdonald el
resultado es un corolario de que la accién de estos operadores sobre el Kernel es simétrica
con respecto a intercambiar las variables x e y. Esto se puede hacer, ya que directo de la
definicién del Kernel, basta probar el resultado cuando g = t, es decir sobre las funciones de
Schur. En nuestro caso, no hemos podido obtener tal expresiéon independiente de ¢, por lo
que probar que la accion de estos operadores sobre el Kernel en el superespacio es simétrica
aun es un problema abierto. Este es el problema abierto méds interesante que queda de esta
tesis, puesto que implicaria que los superpolinomios de Macdonald son funciones propias
de estos operadores y posiblemente abriria la puerta a una demostracion de las reglas de
Pieri y de la simetria en el caso supersimétrico.

En otro eje, como senalamos previamente, los dobles polinomios de Macdonald se ob-
tienen a partir de una subfamilia de superpolinomios de Macdonald. Estos polinomios
no incluyen més variables fermiénicas sino que otro conjunto de variables que conmutan
entre ellas, por lo que este eje de la tesis es complemente distinto a lo mencionado en
los parrafos anteriores. Los dobles polinomios de Macdonald también se pueden definir
a partir de la triangularidad y la ortogonalidad al igual que los polinomios de Macdon-
ald usuales. Tales definiciones de triangularidad y ortogonalidad se pueden extender de
manera natural a finitos conjuntos de variables independientes. Es asi que definimos los
multi-polinomios de Macdonald como los tinicos polinomios ménicos que satisfacen esta tri-
angularidad y ortogonalidad. La manera usual de probar la existencia de tales polinomios
es utilizando operadores. Sin embargo lo pudimos probar en nuestro caso de manera di-
recta, es decir construimos los polinomios explicitamente y probamos que efectivamente
satisfacen la triangularidad y la ortogonalidad. La construccion de estos polinomios se hace
a partir de productos de polinomios de Macdonald usuales, pero dependiendo de combi-
naciones no triviales de operaciones entre los conjuntos de variables. Luego de probar la
existencia de estos multi-polinomios de Macdonald también pudimos probar que satisfacen
diversas propiedades como la norma y la evaluacion. Otra propiedad interesante que pudi-
mos obtener fue una cierta invariancia con respecto a la inversion de los pardmetros q y
t, es decir enviando ¢,t a ¢~ !, ¢! el polinomio se mantiene invariante médulo potencias
de ¢. Para finalizar, tomando los limites usuales se pudo definir versiones muiltiples de
los polinomios de Jack, Hall-Littlewood y de las funciones de Schur. Utilizando estas fun-
ciones de Schur obtuvimos una versién miltiple de los polinomios de ¢, t-Kostka (que siguen
siendo positivos). Estos polinomios de multi-Kostka se especializan en el caso ¢ =t = 1
a las dimensiones de las representaciones irreducibles de los grupos simétricos generaliza-
dos (el producto en corona entre un grupo ciclico y un grupo simétrico), por lo que los
multi-polinomios de Macdonald se pueden considerar como otra familia de polinomios de
Macdonald en corona [25].

Organizacion de la tesis

En el Capitulo 1 se muestran algunos resultados conocidos de la teorfa de funciones
simétricas. Nuestro enfoque es principalmente los polinomios de Macdonald, por lo que no
se daran mayores detalles de las otras familias de funciones simétricas. También queremos
destacar en este capitulo las férmulas de la norma y la evaluaciéon ademas de las reglas de
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Pieri para los polinomios de Macdonad, los cuales son temas centrales en este tesis, debido
a que queremos encontrar la extensién de estas féormulas al superespacio. Estos resultados
pueden ser encontrados en [1].

En el Capitulo 2 presentamos algunas nociones bésicas de la teoria de funciones simétricas
en el superespacio. Principalmente, se muestran las versiones supersimétricas de las bases
presentadas en el Capitulo 1. Tambien se muestra con detalle la combinatoria de las super-
particiones, los cuales son los principales objetos combinatoriales que utilizaremos.

Los resultados de esta tesis son presentados en los Capitulo 3, 4 y 5. En el Capitulo
3 mostramos férmulas combinatoriales para la evaluacién y norma de los superpolinomios
de Macdonald. Para ello se requirié definir los superpolinomios Skew-Macdonald, ademas
de definir operaciones en las superparticiones. Para la demostracién de la férmula de la
evaluacién se necesito definir una nueva evaluacién, la cual también tiene una férmula
explicita sobre los polinomios de Macdonald en el superespacio. La férmula para la norma
es una consecuencia de una relacién entre la dualidad y la férmula de evaluaciéon. En el
capitulo 4 mostramos diversas conjeturas sobre los operadores DY en el superespacio.

En el Capitulo 5 mostramos la existencia de polinomios Macdonald multisimétricos,
estos polinomios son indexados por multiparticiones y estan evaluados en finitos alfabetos
independientes entre ellos. Algunas propiedades de los polinomios de Macdonald pudo ser
extendida como la norma, la evaluacion , aunque otras como la dualidad no.

En el Apéndice A mostramos la conexién entre los polinomios de Macdonald no-simétricos
y simétricos. Para ello se define explicitamente un polinomio de Macdonald no-simétrico a
través de operadores de Cherednik, los cuéles se definen a partir de operadores de Demazure-
Lustig. Estos operadores satisfacen las relaciones de un algebra de Hecke afin. Ademas se
muestran las demostraciones de dos proposiciones del Capitulo 3, estos resultados se ob-
tienen utilizando los polinomios de interpolacién de Macdonald, los cuales estan relaciona-
dos con los polinomios de Macdonald no-simétricos. En el Apéndice B se encuentran las
férmulas de especializacion y la propiedad de simetria sobre los superpolinomios de Mac-
donald. En los otros apéndices hay diversos ejemplos de superpolinomios de Macdonald,
ademas de ejemplos de las formulas de la evaluacién y la norma para los superpolinomios
de Macdonald.
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CHAPTER 1

Funciones Simétricas

Las funciones simétricas son polinomios en varias variables que son invariantes bajo la
accion del grupo simétrico, el cudl actia permutando las variables, estas funciones tienen
diversas aplicaciones a distintas areas de la matemaética, como teoria de representaciones
y geometria algebraia y también tienen aplicaciones en fisica. En las primeras secciones
de este capitulo se introducirdn algunas definiciones bésicas y se daran algunas bases para
el algebra de funciones simétricas, luego introduciremos los polinomios de Macdonald, los
cudles son una clase de funciones simétricas con dos parametros, en el sentido que podemos
recuperar las funciones de Schur, los polinomios de Jack y de Hall-Littlewood a partir de
especializar los parametros. En este capitulo no son incluidas las demostraciones, éstas
pueden ser encontradas en [1]. Los objetos combinatoriales que utilizaremos, para indexar
las bases del algebra de funciones simétricas son las llamadas particiones.

1. Particiones

Una particién es una sucesién decreciente de nimeros naturales A = (A1, Ag,...), los
numeros A; son llamados las partes o los componentes de . El largo [(\) de A es el nimero
de componentes distintos de cero de A, ademads el tamano de A, denotado por |A], es la suma
de todos los componentes. En el caso que |A| = n, diremos que A es una particién de n y
lo denotaremos por A - n. Si dos particiones difieren sélo de una cadena de ceros, entonces
estas representan la misma particion.

EjemprLo 1. Sean p = (4,2,1,1,0,0,0,0) y A = (4,2,1,1,0,0) particiones. Como ellas
difieren solo de una cadena de ceros en el final, diremos que \ y  son la misma particion.
También tenemos |A| = 8 y () = 4.

A cada particién le podemos asociar un diagrama, consistente de un conjunto de puntos
(i,5) € 2 tal que 1 < j < );. Para dibujar el diagrama adoptaremos la notacién matricial, es
decir la primera coordenada 7 incrementa hacia abajo, y la segunda coordenada incrementa
de izquierda a derecha.



EJEMPLO 2. El diagrama de la particion (5,3,3,2,1,1,1) es

A menudo se suelen reemplazar los puntos por cajas, o sea de esta forma el diagrama
de (5,3,3,2,1,1,1) es

También las particiones se pueden escribir de forma A = (1™1,2™2 3™3) donde m; es
el nimero de ¢ que aparecen en la particién lambda. Por ejemplo la particion A =
(4,4,3,1,1,1) se puede escribir A = (13,20, 3! 42).

El conjugado de una particién X es la particién, denotada por )\, cuyo diagrama es
obtenido por la transpuesta (en el sentido matricial) del diagrama A, i.e. el diagrama de N
es obtenido por la reflexién con respecto a la diagonal principal. De esta manera, se puede
ver que cada X, es el niimero de puntos en la i-ésima columna de A; en particular, \] = [(\).
Ademss es claro que (\) = .

EJEMPLO 3. El diagrama de la particion A = (4,4,3,2,2,2,1) es

y por lo tanto el diagrama de N es

y asi N = (7,6,3,2).

Para cada particién definimos n(\) por

n(A) = (i - 1X,
i>1
observamos que n(\) es obtenido por sumar todos los nimeros que obtenemos de agregar
un cero en cada caja de la primera fila, un uno en cada caja de la segunda fila, un dos en
cada caja de la tercera fila y asi sucesivamente. Este niimero combinatorial serd utilizado
en la Seccién 4.



EJEMPLO 4. Sea A = (5,3,2,2,1,1,1). Agregaremos un 0 en todas las cajas de la
primera fila, un 1 en todas las cajas de la sequnda fila y asi sucesivamente, entonces nos
queda el diagrama

[en]

0]0]

WIN|=O

EERENEE

luego sumando todos los nimeros obtenemos n(\) = 28.

Dados A y p particiones. Si el diagrama de la particién p contiene el diagrama de A, i.e.
;i > A\ para todo i, escribimos A C p. Cuando A C pu, podemos definir el skew-diagrama
1 — A; el cudl es obtenido por poner el diagrama p en A, y asi el skew-diagram consiste de
las cajas que nos sobran.

EJEMPLO 5. Consideramos las particiones X = (4,2,2,1) y p = (3,1,1), el skew-
diagrama A — p es la region sombreada en

DEFINICION 1. Sea 6 un skew-diagrama. Decimos que 6 es un horizontal m-strip (resp.
vertical m-strip) si |0] = m y 0. < 1 para cada i > 1. En otras palabras, un horizontal
(resp. wvertical) m-strip tiene a lo mds una caja en cada columna (resp. fila).

EJEMPLO 6. Consideramos el skew-diagrama (5,3,3,2,1,1,1)—(4,3,2,1) es un vertical
6-strip ya que el skew-diagram es dado por

[]
-

El conjunto de todas las particiones de n es denotado por P, en el conjunto P,, podemos
introducir un orden parcial llamado el orden de dominancia denotado por >: sean u, A
particiones en P,, decimos que p > X si

P14t A+ N

para todo ¢ > 1. No es dificil de ver que el orden de dominancia en P5; es un orden total,
pero si n > 6, observamos que > no es un orden total. Por ejemplo (3,1,1,1) y (2,2,2) son
particiones de 6, pero ellas no son comparables con respecto a >.

El diagrama de Hesse de las particiones de tamano 6 es el siguiente:
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(5, 1)
|
(4, 2)
YRR
(4, 1%) (3, 3)
NS
(3,2, 1)
/N
(2%) (3, 17)
NS
(22, 1%)
|
(2, 1)

(1%

Ademsds tenemos el siguiente resultado que relaciona el orden y la conjugacién de par-
ticiones:

PROPOSICION 1. Sean A\, € P,. Entonces

)\2,u<:>,u/2)\/.

2. El Algebra de las Funciones Simétricas

Sean z1,...,x, variables independientes. Consideramos z[z1,...,x,] el anillo de poli-
nomios en n variables con coeficientes enteros. El grupo simétrico S, actia en z[xq,. .., zy]
por permutar las variables; un polinomio se dice simétrico si este es invariante bajo esta
accion. Es claro que los polinomios simétricos forman un subanillo, el cudl denotaremos
por

S,
A, = z[xl, - ,xn] ",
Dado un f € A, podemos escribir
F=>"fr
k>0

donde f; es la componente homogénea de f de grado k. De esta manera podemos ver que
A, es graduado, y tenemos
A =P AL

k>0
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donde AF es el grupo (aditivo) de los polinomios simétricos homogéneos de grado k, junto
con el polinomio nulo en z1, ..., z,.

Supongamos que agregamos una variable z,,, 1, asf podemos definir A, 1 = z[x1, ..., Tpp1]"" 1,
y luego podemos considerar el homomorfismo sobreyectivo

An+1 — An (1)

por poner x,+1 = 0. Es claro que la aplicacién Afl b1 A]ﬁL es sobreyectiva para todo
r > 0. Ademas es biyectiva si y sélo si r < n. De esta forma podemos considerar el limite
proyectivo sobre n y definimos para cada k > 0

A* =Tlim A}

y luego definimos
A=EpAa*.
k>0

Podemos observar que f € A no es un polinomio, pero que al fijar el nimero de variables,
gracias a la graduacién obtenemos un polinomio; la condicién dada en el limite proyectivo
de que haciendo z,+1 = 0 nos dice realmente que la graduacién funciona y de esta manera
trabajaremos con un nimero arbitrariamente grande de variables, segiin sea necesario.
Los elementos de A son los que llamamos funciones simétricas. Si R es cualquier anillo
conmutativo, escribimos

AR =A X, R7 An,R = An X, R (2)

los cuales representan el anillo de funciones simétricas y el anillo de polinomios simétricos
con coeficientes en R, respectivamente.

2.1. Monomiales simétricos. Para cada a = (aq,...,a,) € v definimos el mono-
mial =% por

Qn

o ai a2...
% = x]"T, "

DEFINICION 2. Sea A una particion tal que [(\) < n. Definimos el monomial simétrico

ma(x1,...,Ty) = Zaza
«

donde la suma es sobre todas las permutaciones distintas o de A = (A\,...,\p) -
EXAMPLE 1. Si A = (2,2,1), entonces el monomial my en A3 es dado por

2 9 2 9 2 9
my(z1, z2,x3) = Tix5x3 + TZTHT] + T]TZT.

Notemos en general que si n < [()), entonces my(z1,...,2,) = 0.

OBSERVACION 1. No es dificil de verificar que el conjunto {my}, forma una z-base de
A, donde I(N\) < n.



2.2. Funciones Simétricas Elementales. Sea r un entero no-negativo. La funcién
simétrica elemental e, es la suma de todos los productos de r distintas variables z;; también
definimos ey = 1. Cuando r > 1, tenemos

€r = E L1 Ljg * * - Xg,. = m(lr),
1 <tg<--<ip
por ejemplo si 7 = 2, entonces
ea(x1, 22, 3) = 122 + T1T3 + Tax3, ¥
€2(x1, X9, X3, T4) = T1T + T1T3 + T1T4 + Tox3 + ToXy + T3T4.

Se puede ver que en general e,(z1,22,...,Ty,) corresponde a la suma de todos los posibles
productos de r variables x; distintas.

DEFINICION 3. Para cada particion X\ = (A1, A2, A3, ...), definimos

€N = €\ €A " " *

También se tiene la siguiente relacion entre las funciones monomiales simétricas y las
funciones simétricas elementales:

PROPOSICION 2. Sean A una particion and N su conjugado. Entonces

ex = my + E )My,
m

donde ay,, son enteros no-negativos, y la suma es sobre las particiones p < X\ en el orden
de dominancia .

Esta proposicién implica que el conjunto de funciones elementales {e)}, también es una
z-base de A, donde [(\) < n. Ademsds el conjunto {e,}, es algebraicamente independiente
sobre z y asi

A:z[el,eg,...]. (3)

2.3. Funciones Simétricas Completas. Sea r un entero no-negativo. La r-ésima
funcién simétrica completa h,. es la suma de todos los monomiales simétricos de grado total
r en las variables x1,x9,...,..., por lo tanto

hr = Zm)\.

AFr
También tenemos que hy = 1 y notamos que h; = ej.

EJEMPLO 7. Sea r = 3, asi podemos ver que hay 8 particiones de 8, las cudles son
(13),(2,1) y (3), entonces

hs = m(13y + Mg, 1) + My3)
y ast en 8 variables tenemos que
_ 2 2 2 2 2 2 3 3 3
hg(x1, 2, x3) = X1@2x3 + T{X2 + T3x1 + XT3T2 + XTT3 + T3T3 + T3T1 + 1] + T + 3.
DEFINICION 4. Para cada particion X\ = (A1, A2, A3, . ..), definimos
hy = hx, ha,hyg -
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También se tiene que el conjunto {h, }, es algebraicamente independiente sobre z y luego
tenemos

A =zlhy, ha, .. ] (4)

2.4. Sumas de potencias. Sea r un entero no-negativo. La r-ésima suma de potencias

]%ZEZ%ZWWy

i

€S

asi tenemos que si r = 4, entonces
p4($1,$2,$3,...) = LE? +JZ%+JZ§ + ...
en general tenemos la siguiente definicion:
DEFINICION 5. Para cada particion X = (A1, A2, A3, ...), definimos
PXx = PXiPXPXPA3 -
PROPOSICION 3. Las funciones potencias {p,}, constituyen una o-base para el algebra

de funciones simétricas A,.

Igual debemos notar que {p, }, no es una z-base de A, por ejemplo e; no se puede escribir
como una combinacién lineal de p,, con coeficientes enteros, ya que es facil de verificar que

_ 1.2
€2 = 5(]71 _p2)'
2.5. Funciones generadoras. Dado un pardmetro formal ¢, tenemos las siguientes
funciones generadores de las funciones simétricas mencionadas.

e La funcion generadora de las funciones simétricas elementales es dada por

E(t)=> et" =][(1+ait)

>0 i>1

e La funcién generadora de las funciones simétricas completas es dada por

Hit)=> ht" =]] - _1xit (5)

r>0 i>1

e La funcién generadora de las funciones de sumas de potencias es dada por

PH=pt" =3

r>1 7

Dadas estas funciones generadores, podemos obtener algunas propiedades que relacio-
nan estas bases de funciones simétricas:

e Directo de la definicién podemos obtener
H(t)E(-t) =1,

por lo tanto, para cada n > 1,



e De la definicién de P(t) podemos ver que si consideramos H'(t) la derivada de H(t)
con respecto a t, entonces

H'(t) = P(t)H(t) (7)

asf eligiendo el coeficiente de "~ ! en cada lado, obtenemos

n
nhy, = Zprhn—r
r=1

para cada n > 1. También de las definiciones de P(t) y E(t) se tiene

P(-t)=E'(t)/E(t) (8)
y de 7 se tiene
d
P(t) = pr log H (t)

y por lo tanto

rt"
H(t) = exp Z p

T
r>1
=[] exp (0"
r>1
SIECOR
my! r ’
r>1 \m,>0" "

en el lado derecho escogemos el coeficiente de py en ese producto. Si A = (1™1,2™2...) el

coeficiente es
1
H rm'r . mT! ’

r>1

si definimos zy = [[,~, (" - m;!), tenemos

hn - Z Z)Tlp)\' (9)

An
2.6. Funciones de Schur. Consideramos x = (z1,...,%,) y @ = (a1,...,q,) € 2.
Sea z% = z{'x5? - - - %" un monomial. Definimos a,, por la antisimetrizacién de z?, i.e.
o
ao () = an(z1,. .., 24) = E e(o)o(z?), (10)

CTGSTL
donde €(0) es el signo de la permutacién o y o dctua sobre x® permutando las variables, es
decir o(z;) = Z4(;)- Este polinomio es skew-simétrico, i.e. tenemos
o(ay) = €(0)aqg

para cualquier o € S,. Sea 4, la particién dada por (n — 1,n — 2,...,1,0), entonces el
polinomio skew-simétrico as, es el llamado determinante de Vandermonde, y este es igual al

8



producto Il j(x; —x;). Si A= (A1,...,A,) es una particién de largo a lo més n. Definimos
la funcién de Schur por

sx(x1, ..., xn) = axys, /as, -

No es dificil de ver que sy es un efectivamente un polinomio, ya que ayys, es divisible por
as, en el anillo de polinomios z[x1,...,z,]. Ademds como ayis, y as, son skew-simétricas,
tenemos que sy es simétrico.

PROPOSICION 4. Sea X\ una particion. Entonces las funciones de Schur satisfacen
S\ =m) + ZKAHmM
H<A
para algunos coeficientes Ky, .
Los coeficientes K, dados en la proposicién anterior corresponden al niimero de tableaux

de forma \ y peso pu. También se tiene que {sy} forma una z — base de A y para cadan > 0
el conjunto {sy} tal que |\| = n forma una base de A,.

Por (3) y (4) se debe tener que cada funcién de Schur sy es igual a un polinomio en
las funciones elementales e, y a un polinomio en las funciones completas h,.; las férmulas
explicitas de esta relacién son dadas por

sx = det(hy, _itj)1<ij<n (11)
donde n > I(\), y

sx = det(ex_itj)1<ij<m (12)
donde m > [()\'). En particular, se tiene

S(n) = fin

S(ln) = €n.

2.7. Dualidad. Definimos un homomorfismo w : A — A por
w(er) = hy

donde r > 1. Por la relacién (6) tenemos w(h,) = e, para cada 7 y por lo tanto w? =1y
asi es una involucién.

Ademés por (7) y (8) se tiene que w intercambia ¢ en —t sobre la funcién genaradora
P,y asi

w(pr) = (=1)"pr-
También, usando (11) y (12) se tiene que w actia en una funcién de Schur de la forma

w(S)\) = S). (13)
9



2.8. Ortogonalidad. Definimos un producto escalar en A por
(Px, Pp) = Sxpzn, (14)
donde si A = (1"12™2 ... ), entonces z) = IL,>1(r - m,!).

Six = (z1,22,...) yy = (y1,y2) son dos tipos de variables, si f es una funcién simétrica
con respecto a las variables x;, entonces denotamos f(zy) la funcién simétrica con respecto
a las variables z;1;. Definimos el kernel en z e y por

1 -y,

1]
notemos que observando la funcién generadora en (5) se tiene
K(e,y) = 3 ha(ay)
r>0
y usando (9) se obtiene
K(z,y) = 2 'palay). (15)
r>0
Ademas si r > 0, entonces p,(zy) = zi’j(:niyj)r = p.(2)p(y), por lo tanto para toda
particién A
pa(zy) = pa(z)pA(y)
y asi (15) nos queda

K(z,y) =Y 2 'pal@)pa(y). (16)
A

También tenemos de (5) que
K(z,y) = H)) (17)
J
=11 > hay @)y} (18)
Jj a;j>0

= ha(@)may) (19)
A

= ma@)ha(y). (20)
A

La siguiente proposicion nos da una relacién entre el kernel y la ortogonalidad:

PROPOSICION 5. Sea n un entero no-negativo. Si {uy} y {vx} son o-bases of A,, index-
adas por las particiones de n, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Para todo \ y p particiones, (ux,vu) = Oxu-
b) 325 ua(z)oa(y) = Iz, y).

Notemos que por la definicién del producto ortogonal y (16), las bases {px} v {2 'pr}
satisfacen las afirmaciones del teorema. Ademds de (20) tenemos
<h)\7mu> = 5>\#‘

10



3. Polinomios de Macdonald

Un caso muy general de funciones simétricas, son los llamados polinomios de Macdonald,
estos polinomios poseen muchas propiedades combinatoriales. Los polinomios de Macdonald
estdn indexados por particiones y dependen de dos pardmetros formales g y t. Al especializar
estos parametros, podemos recuperar las funciones de Schur, los polinomios de Jack y los
polinomios de Hall-Littlewood.

Sean ¢,t pardmetros formales independientes. Consideramos F' = o(q,t) el cuerpo de
funciones racionales en ¢ y t, asi consideramos el anillo de polinomios simétricos con coefi-
cientes en F, definido por A como en (2).

TEOREMA 1. Para cada \ particion, existe un unico Py(q,t) en Ap tal que

P)\(Q7 t) =m) + Z gu(% t)mu (21)
p<A
<P)\(Q7 t)7 P,U«(q’ t)>q,t =0 siA 7£ M, (22)

donde g,(q,t) € o(q,t) y el producto escalar es definido por

I(A) 1— g
<p>\7pu>q,t = 5>\u2>\ };Il m (23)

La existencia de estos polinomios se determina por la construccién de un operador E;
en Ar que tiene las siguientes propiedades:

Eqimy = § :C/\umu
1500

con ¢y, € F'y exy # 1; y ademas es autoadjunto con respecto al producto escalar definido
en (23), es decir,

(Eqif 9)at = (f> Eqt9)q,t-

Teniendo este operador, si Py satisface (21) y es valor propio de Ej;, entonces entonces los
coeficientes de cada monomial pueden ser calculados, lo que implica que estos polinomios
P, existen. Ademds usando que F,; es autoadjunto con respecto al producto escalar, se
puede probar que Py satisface (22). La unicidad sigue de la condicién que (Py, Py))q+ # 0.

OBSERVACION 2. Para calcular un polinomio de Macdonald, podemos usar recursividad,
por ejemplo dada la primera relacion de triangularidad en (21), tenemos que dado n,

P(ln)(q, t) = m(ln)
Sabemos por la condicion 21 que
Pay =m) + 90,0m(,1)-
Luego debemos calcular el coeficiente g(11y. Para ello, se sabe por la condicion (22) que
(P2), Pyt = 0.
Por lo tanto
0= {(me) + 9a,nm,1),ma,n Nt = (M) maNet + 90,1 (ma,n, ma))-

11



Asi podemos despejar g1.1y(q,t)

((m(2),m(1 1)>>
9a(e,t) = — -
e )
Cambiando de base a los polinomios potencias y utilizando la definicion del producto escalar
dada en (23). De esta manera g(1,1)(q,t) puede ser calculado explicitamente.

A continuacion damos algunos ejemplos de polinomios de Macdonald expandidos en los
monomiales.

EJEMPLO 8.

1—t)(2+q+t+2t
® Pon(gt) =mpq + ( )(1 — th )
Q-0+ +q+4% 1=t +qg+q%
T—gn(t—gp O T oD
(1 —1)2(1 +q)(3 +3¢% + ¢> + 2qt + 2¢ + 1)
e P31)(q,t) =mq) + (L + g1 — qi)? mM(1,1,1,1)
(1—1)(2+2q — gt + ¢* — qt? + ¢*t — 2¢*t? — 2¢31?) (1-t)(1+q)
* T — a2l +at) eIt Ty e
(1 —1)(3qt? +2qt + 12 + q + 2t + 3)
1—qt3

m(1,1,1)

* Pa)(g,t) = mez +

o Poi1)(q,t) =moq1) + mM(1,1,1,1)

FEscribiendo los monomiales en 8 variables podemos obtener los polinomios de Macdonald
en variables.

EJEMPLO 9.
(I1-t)(24+q+1t+2t)

° P(271)(.Z'1, T9,x3;q, t) = a:%a:g—l—a:%xl+x§x2+x%aj3+x%x3+x§x1+ 1= qt2 T1T2T3
2 2 2

oo o382, U= (149 (A +q+4q7) 1-t)1+qg+q¢°)

o P)(21,22,23;¢,t) = z7+a5+a5+ =)= T1T9T3+ g% (7

2 2 2 2 2
T5x1 + 5T + T1T3 + T5x3 + T5X])

12

To+



Utilizando los polinomios de Macdonald, podemos recuperar diversas funciones simétricas,
por ejemplo,

e Sit =1, entonces Py(x;q,1) = my(z)
e Si g =1, entonces Py(x;1,t) = ey (x).
e Si g =t, entonces Py(z;t,t) = sy(z

e Si ¢ =0, entonces se tiene

Py(:0,1) = Py(a;1).

)

Los polinomios Py (x;t) son los llamados polinomios de Hall-Littlewood y han
sido ampliamente estudiados.
e Si g =1t% y hacemos t — 1, entonces

lim Py (x;t%,t) =: Py(z; ).
t—1

Los polinomios Py (x;«) son los llamados polinomios de Jack.

3.1. Operador F,;. La construccién de este operador F,; es como sigue: sea f €
F(zi1,...,2y) = Ay p, definimos 7; : Ay, p — Ay, p por

Tif (@1, o Xy oy tn) = f@1, 00, qTyy o ), (24)
asi definimos
" tr; — x;
D! = RV B
n Z H xi _ .Z'] T’M
i=1 \ j#i

la cudl es equivalente a

n
ool 3 el Y,
1=1

UES'!L

donde ag, es el determinante de Vandermonde definido en (10). El operador D! no es
compatible con el homomorfismo restriccién Ap41 r — A, p definido en (1), lo que implica
que el operador depende del niimero de variables La idea es tener el operador en un niimero
arbitrario de variables, por lo tanto, con el objetivo de que el operador no dependa del
numero de variables, se hace una una modificacion:

n
E, =t"D} — Zt—i.
i=1
Los operadores F, si son compatibles con los homomorfismos A, 1 r — Ay, F, luego se
define
Eq’t = lgnEn : AF — AF.
n

PROPOSICION 6. Los polinomios de Macdonald son funciones propias de E, con valor
propio que se detalla a continuacion:

Egi Pa(q:t) =Y (¢ = 1)t7" Pa(g,t).
i>1
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3.2. Operadores D] . Se puede definir una clase mas general de operadores que los
dados en la seccién anterior, en el cuél el operador D} es un caso particular. Dados
x=(r1,...,2,) vy 0 <r <n definimos

D, =Y At ][[= (25)
I

iel
donde la suma es sobre todos los subconjuntos I C {1,...,n} con |I|=ry
Aty = p0-02 [ T8
Al T —
i€l;5¢1

Cada D;, envia polinomios simétricos en polinomios simétricos. Ademas dado u un parametro
indeterminado, podemos definir

n
Dy(u;q,t) =) Dpu';
r=0
explicitamente este operador es dado por

Da(wia,t) = as(@) ™ 3 2@ [[(1+ut"iry).

€S =1
Se puede calcular la accion de este operador en un monomial simétrico my:
Dy (u; g, tyma(x) = axu(u; g, t)my,
H<A

con coeficientes ay, € z[u, q,t] y en particular

n

a(uigt) = [T+ ut""g").

i=1

Ademss los polinomios de Macdonald son funciones propias del operador D,,(u;q,t) y por
lo tanto también son funciones propias de los operadores D] :
PROPOSICION 7. Si z = (x1,...,2,) y L(\) < n, se tiene

n

Dy (u; q,t)Pa(w3.q,t) = [ [(1+ ugt" ") Pr(w; 9, 1).
=1

Luego los operadores D}, en A, p son simultdneamente diagonalizados por la base (P{ )
y por lo tanto conmutan entre ellos.

3.3. Kernel y Ortogonalidad. Sean z = (z1,22,...) y ¥y = (y1,92,...). El Kernel es
definido por

(trixj; q)oo
K(z,y;q,t) = — 26
(@:0.1) g (74Y55 @)oo (26)
donde
(a:q)oe = [J(1 = ag").
r=0
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Tenemos dos resultados que son la extension de los resultados presentados en la Seccién
2.8:

PROPOSICION 8.

K(z,y:q,t) = Y 2x(q:t) "' pa(@)pa(y) (27)
A

donde
1— g
q’ ZAHl_t)\

PROPOSICION 9. Para cada entero n > 0, sean (uy), (vx) o(g,t)-bases de A,,, indezados
por las particiones de n. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) <u)\7v)\>q,t = 5)\u Jor all A,/.L
b) Yoy ua(@)or(y) = K(z,y;q,t)

Otro resultado importante es que los operadores D, son autoadjuntos con respecto al
producto escalar definido en (23), es decir

<D:Lf7 g>q,t - <f7 D:Lg>q,t
para todo f,g € Arp y 0 <r <n. La demostraciéon de esto, sigue de la identidad
Dy (u; ¢, )e K (2,13 ¢, t) = Dn(us q, 1)y K (2,95 ¢, 1). (28)

donde Dy (u;q,t), es el operador dado en (25) y Dy(u;q,t), es el mismo operador pero
reemplazando = por y. La identidad (28) no es un resultado facil de probar, la demostracién
puede encontrarse en [1].

3.4. Dualidad. Los polinomios de Macdonald Py(q,t) = Py forman una base ortog-
onal de A, p, relativo al produto escalar definido en (23). Sea by(q,t) = (P,\,PA>;t1 y
definimos Q(z;q,t) = ba(q,t)Px(x; q,t), entonces tenemos

<P)\(Q7 t)a QM((L t)>q,t = 5)\;1

v entonces por la Proposiciéon 9 tenemos

> P50, )Qx (Y3 0:) = K (@, 4;0,1).
A

En A, r definimos un automorfismo wg+ de (g, t)-algebra por

1—4q"
wou(pr) = (1) T

para cada r > 1; notemos que este automorfismo es una extensién del automorfismo definido
en la Seccion 2.7.

Dr

PROPOSICION 10. Para cada particion \ tenemos
wq,tP)\(Q7 t) = Q)\’(ta q)

El resultado anterior, es una extensién de la dualidad para funciones de Schur dado en
(13).
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3.5. Evaluacion. Consideramos v un parametro indeterminado. Se define una evalu-
acién en A, por

Eut - An — @(q,t)

1—u"
€U,t(p7‘) = 1 _ tr
para cada r > 1. Notemos que si © = t", donde n es un entero positivo, tenemos
1 _ tnT
€t7l,t(p7‘) = 1 _ trr-

=1+t +... +t7Dr
=pp(L,t,...t"71)
y por lo tanto
emi(f) = F(L,t,. . 8"

para cada funcién simétrica f.

Férmula largo-brazo ay(s) y el largo-pierna [)(s). Sea una caja o célula s en el
diagrama de A. Para cada s = (i,j) en el diagrama de una particién A = (A1, Ag,...) se
definen las férmulas largo-brazo ay y largo-pierna [y por

ax(s) = N — J,
IA(s) = X} — .

Asi entendemos el brazo de una caja, como las cajas que se encuentran a la derecha y la
pierna corresponde a las cajas que se encuentran hacia abajo de esa caja, luego el largo-
brazo y el largo-pierna corresponden a la cantidad de cajas en el brazo y la cantidad de
cajas en la pierna respectivamente. Por ejemplo consideremos la caja s de la particion A
cuyo diagrama es

o o000 W

luego las cajas marcadas con un punto en el primer diagrama corresponde al brazo de s y
las cajas marcadas en el segundo diagrama corresponden a la pierna de s, entonces se tiene

ax(s) =3 y  I(s) =4

Con estas definiciones, se tiene una férmula explicita para la evaluaciéon de un polinomio
de Macdonald:

THEOREM 1. Sea \ una particion. Entonces tenemos

qa‘g\ (S)u — tl&(s)

u P ’t = ’
eut(Pr(q,t)) = g+l 1
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donde si s = (i,7) en el diagrama de A, entonces
G =j-1 y Bis)=i—1
3.6. Norma. Se tiene la siguiente relacién entre el automorfismo w y la evaluaciéon
Eutwig(f) = (=0) " eug-1(f),
para toda f funcién simétrica; la cudl se puede verificar facilmente en p,. Luego si usamos

que wgPa(g,t) = Qn(t,q) v la férmula de evaluacién en la seccién anterior, podemos
obtener una féormula para la norma:

TEOREMA 2. Sea A una particion, entonces tenemos

S

A
<P)\(Q7t)7 PA(qat»q,t = H Z)\—ES;
SEA

donde hy(s) y h(s) son las formulas tipo-hook dadas por
ha(s)=1— qax(s)tlx(3)+1 (29)
h)‘(s) -1 qa)\(s)+1tl>\(s)' (30)

El teorema anterior, nos da una férmula combinatorial para la norma cuadrada, ya que
IPAlI? = (P, Py).

3.7. Reglas de Pieri. Para funciones de Schur, tenemos la siguiente formula de Pieri
hrsy = Z S,
“w

donde la suma es sobre todos las particiones p tal que p/A es un horizontal r-strip. Y
usando el homomorfismo w se puede obtener que

erSy = g S
o

donde la suma es sobre todas las particiones p tal que p/\ es un vertical r-strip, es decir,
las particiones p son obtenidas al agregar r cajas en el diagrama A de tal forma que no se
pueden agregar mas de una caja por cada fila.

EJEMPLO 10. Para obtener e2s(42.1,1), debemos encontrar todas las particiones que se
obtienen al agregar 2 cajas en el diagrama

de tal forma que no se pueden agregar dos cajas en la misma fila, de esta manera podemos
tener las siguientes particiones

)

) ) )

17



luego se tiene

€28(4,2,1,1) = $(5,3,1,1) T 5(52,2,1) T $(5,2,1,1,1) T 8(4,31,1,1) + S(4,2,1,1,1,1)

Para polinomios de Macdonald, podemos extender esta regla de Pieri:

TEOREMA 3. Sea \ una particion, para polinomios de Macdonald tenemos

eTP)\((L t) = Z (I);/)\P,u((L t)v
m

donde ®,) es una funcion racional en q y t, los cudles tienen una interpretacién combina-
torial a partir de formulas tipo-hook, definidas en (29) y (30), y la suma es sobre todos los
W tal que /X es un vertical r-strip.

Para dar explicitamente los coeficientes ®,,, primero se define C, /5 (respectivamente
R,,/)) como la unién de las columnas (respectivamente filas) que intersectan el skew diagram
p/A. Usando las formulas tipo-hook definidas en (29) y (30), los coeficientes ®),, son dados
por

WA(s) hu(s)

H ha(s) h*(s)

<1>u/\ =
s€0x/u=Ra/u

Para demostrar esta regla de Pieri se define: para cada p particién con [(\) < n se tiene
la evaluacion
uy: Flzy,...,zp] = F

definida para cada 1 <1 < n por uy(x;) = ¢*it*~1. En particular notemos que

uo(f) = f(E" "%, 1)

para cualquier polinomio f € F[xi,...,x,], por lo tanto uy corresponde a la evaluacién
e ¢ definida en la Seccién 3.5. Esta evaluacion tiene la siguiente importante propiedad de
simetria:

PROPOSICION 11. Para todas las particiones A, pu de largo menor o igual a n, se tiene

Uy (pu(q,t)) =y, (ﬁx(q,t)> )
donde

D _ P (Q7t)
Bulat) = p oy

Esta demostracién puede ser encontrada en la seccién 6, capitulo VI de [1]. Es uno de
los resultados mas fuertes con respecto a polinomios de Macdonald, y en la demostracién
se pueden desprender varios corolarios como por ejemplo las reglas de Pieri.

3.8. Substitucién Pletistica. Podemos pensar las funciones simétricas como oper-
adores sobre expresiones que involucran a las variables. Este punto de vista consiste en
notacién que proviene del estudio de A—anillos y operaciones pletisticas. Esta notacién
tendrd un rol fundamental en los Multi-polinomios simétricos de Macdonald definidos en el
Capitulo 5. A continuacién se define la substitucién pletistica.
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Supongamos A es una funcién racional en &(z), en algin, en algiin conjunto de variables
T = x1,3,... Definimos

pr[A] == A]

k

Esto quiere decir, que cada x; en A es reemplazado por z;. De esta manera se puede

verificar que si A y B son funciones racionales, entonces
pr[A + B] = pp[A] + pi[B] y
pr[A - B] = pi[A] - pi[B].
En particular, si z = 1 + 9 + - - -, se puede ver que
pele] = a7 + a5+

y por lo tanto pg|x] es usual de suma de potencias en las variables x = x1, z9,.... Consid-
eremos cualquier funcién simétrica f. Escribiendo f en términos de la base de funciones
Py, tenemos f =), aypy y por la tanto podemos definir:

1)
fIA = ax [ oalAl
A =1

Esta es llamada la substitucién pletistica de A en f.
x%—3m2+4m3
1 —x%+5x3

2§ — 3z3 + 423

Al = .
palA] :17‘1l — x%z + 5:17§

Ejemplo: Consideramos A = . Entonces

3.9. Forma entera de Polinomios de Macdonald. A continuacién presentamos
una variacion de los polinomios de Macdonald utilizando la substitucién pletistica en los
polinomios de Macdonald definidos en la Seccién 3. En este caso la substituacion pletistica
actua también sobre los pardmetros ¢ y t. Es decir, si B es una funcién racional en o(q,t),
se tiene que

pr[B] = Blgqr-
tt7
Por ejemplo

l—q+¢*] 1—¢"+¢*
r 4¢3 - 4 3T

Esta variacion serd denotada por H /(\q’t) y tienen diversas propiedades que detallaremos mas
(g:t)

adelante. Definimos H,"" por
. — T -1 a(c I(s)+1
Hy(z;q,t) := Py [m’q’t ] H(q (c) _ ¢lls)+1y,
cEX
donde a(c) y I(c) son las férmulas de largo-brazo y largo-pierna de la caja c en el diagrama de
A. Con este cambio, al calcular H) se puede observar que al extenderlos nos dan expresiones
mas simples, por ejemplo:

1 1
Hg)(@;0,t) = 57 (q°t+3¢7 + 2qt +2q + 3t + 1)pi — 2 (¢°t +¢° — ¢*t — 4" + gt — g — t = )popi+

%(qt —1)(q+1)(q — 1)psp1 + %((f +1)(qg—1)(t —1)p5 — i(q +1)(q — 1)*(t — 1)ps.
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Extendiendo H) en las funciones de Schur, considerando n = 4. obtenemos:

Hyy=sa+ (@ +¢*+ q)s(3,1) + (¢" + q2)3(2,2) + (" +q"+ q3)3(2,1,1) + q63(1,1,1,1)7
Hizy=s1+ (@ +q+ t)s(3,1) + (¢* + qt)s(z,2) + (@*+ ¢t + qt)sz,1,1) + q3t8(1,1,1,1),
Hoy =84+ (gt +q+1)siz 1) + (¢* + t2)3(2,2) + (Pt + qt® + qt)sz,1,1) + q2t28(1,1,1,1)

Hoigy=s1+(q+t+ 752)3(3,1) + (gt + 752)3(2,2) + (gt + qt* + t3)3(2,1,1) + qt38(1,1,1,1)7
Huia0)=sa+ (t+ t* + t3)3(3,1) + (7 + 754)8(2,2) + (8 +tt t5)3(2,1,1) + 7568(1,1,1,1)-

En general, la extension de los polinomios de Macdonald H) en las funciones de Schur se
escribe

Hy(w39,t) = ) Kua(a,D)sa(x)
ukEn

donde los K, z(q,t) son los llamados g,t—polinomios de Kostka. Se puede observar que
K, 2(0,1) = K,  son los ntiimeros de Kostka.

En 1988, Macdonald conjeturé que los coeficientes de estos polinomios eran enteros
positivos, es decir K, z(q,t) € n[g,t]. Esto fue demostrado por Haiman en [25].
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CHAPTER 2

Funciones Simétricas en el superespacio

En el Capitulo 1, las variables (z1, 23, . ..) son variables que conmutan entre ellas y por lo
tanto podemos pensar que correspondan al espacio Euclideano. Podemos extender este es-
pacio Euclideano agregando variables que anticonmutan, esta espacio extendido es llamado
superespacio. Las variables involucradas serdn (z1,...,2n5) y (01,62,...,0n), donde las
variables #; son variables que anticonmutan entre ellas. Una funcién en el superespacio, es
una funcién f(z;0) = f(x1,...,zN;601,...,0n). Las variables x son también llamadas vari-
ables bosonicas y las variables 6 también se pueden llamar variables fermiénicas. Debemos
mencionar también que las variables fermiénicas son llamadas variables de Grassmann.

Formalmente consideremos las variables x1,xo,...,zn y las variables 01,60, ...,0y con
las siguientes relaciones: para todo i,j se tiene

Tilj = TjTy, (31)
0,0, = —0,0;, (32)

El anillo de polinomios en N variables en el superespacio es dado por
o[z; 0] := o[x1,...,2N;01,...,0N]. Sea o € Sy, definimos K, como el operador que actia
permutando las variables x;, es decir si f € o[z; 0], entonces

Ko‘f(xlv"wa;el)"')eN) :f(:EO'(l)’"'v:EO'(N);elv"'70N)

y se define k, como el operador que actia permutando las variables ;. Luego, si f € ofx; 0],
entonces

ko’f(xlv"'7$N;917"'79N) :f($17"'7xN;90'(1)7"'700(]\/))‘

Dado o € Sy, definimos el operador K, = Kyk,; decimos que f € ao[z;6] es una funcién
simétrica en el superespacio si

Icof = f (34)

Es decir f € o[z;0] es simétrico si es invariante bajo el intercambio simultdneo de las
variables x; y de las variables 6;. Tales polinomios son también llamados superpolinomios
simétricos. El grado fermidnico de un superpolinomio corresponde a la cantidad de variables
f que tiene cada término.

Ejemplos. Los siguientes polinomios son simétricos en el superespacio:
2 2 3 3 4 4
91332 + 92%1, 9192($1$2 — LE2J}1), 9192(%1 — X )

En el primer caso el grado fermiénico del primer superpolinomio simétrico es 1, en el se-
gundo caso es 2, al igual que en el tercer ejemplo.
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Notemos que debido a la relacioni (32) se tiene que
62 =0,

por lo tanto ningin polinomio en el superespacio puede tener variables #; con potencias
mayor a 1. Denotamos el algebra de polinomios simétricos en el superespacio de grado
fermiénico m y con N variables por

@[xl,...,JZN;Ql,...,QN]SN’m. (35)

Y el algebra de polinomios simétricos de N variables con todos los grados fermidnicos
menores o iguales a N se denotara por
N
@[xl,. o ,LEN;Ql,. . ,QN]SN = U @[xl,. . ,JZN;Ql, NN ,QN]SN’m.
m=0
Ejemplos: Los siguientes polinomios pertenecen a o[z, T, x3; 01, 02, 3]532,
f@r,w,23;601,02,03) = 0105 (x7 — x3) + 0103(x] — 23) + 0203(z5 — 23)

g(a:l, 2,3, 91, 92, 93) = 91921’11’21’3(1’% — LE%) + 91931’11’21’3(1’% — LE%) + 92931’11’21’3(1’% — LE%)

Al igual que en el capitulo anterior, en realidad nos interesa trabajar en un ntimero
arbitrario de variables y en cualquier grado fermiénico. Los detalles de esto son dados en
secci6én 2.2 de [3]. Este serd un algebra bigraduado dependiendo del nimero de variables y
el grado fermiénico. Asi denotaremos el algebra de funciones simétricas en el superespacio
por:

@[%1,1’2,. .301,05, .. .]S°°.

Sus bases seran indexadas por un objeto combinatorial que es llamada superparticién. Nos
referiremos a las funciones en el superespacio y a las funciones simétricas en el superespacio
por superfunciones y superfunciones simétricas respectivamente.

1. Superparticiones

Una superparticion es una extension de una particién. Se define como un par de parti-
ciones, donde la primera particién es estrictamente decreciente y la segunda particiéon es una
particién usual. Es decir si A = (A%; A®) es una superparticién entonces A* = (Aq,...,Ay)
es una particiéon que admite 0 y que satisface

AM>A>...> A,

y A* = (Ap+1,-..,AN) es una particiéon usual. El grado fermiénico de la particién A cor-
responde a [(A%) = m, y |A] = |A?| 4+ |A®] y si ademds |A| = n, decimos que A es una
superparticién de grado (n|m) y lo denotamos por A I (n|m). El largo de la superparticién
es [(A) = I(A%) 4+ I(A®). El conjunto de las todas las superparticiones de (n|m) es denotado
por SPar(n|m).

Ejemplos:

e La superparticién A = (4,2,1;3,2,1,1) tiene grado fermionico 3 y como |A| = 14,
entonces A es superparticion de (14/3).
e SPar(2|1) ={(1,0;1),(2,0; )}
e SPar(4)2) ={(1,0;1,1,1),(1,0;2,1),(1,0;3),(2,0;1,1),(2,0;2),(2,1;1),(3,0; 1), (3,1; ), (4,0; )}.
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La superparticién (3,1; ) indica que A® = (), también se puede denotar por (3,1;0).
Notemos también que SPar(n|0) = Par(n), en ese caso A* = ) y por lo tanto cada
superparticién de SPar(n|0) es, en realidad, una particién usual.

A cada superparticion A = (A% A®) podemos asociar un diagrama de Ferrer de la
siguiente manera: ordenamos A de mayor a menor y hacemos el diagrama de Ferrer asociado
a la particién ordenada A, luego agregamos un circulo al final de cada fila que proviene de
A®. Por ejemplo si A = (3,1,0;2,1), ordenando y marcando los niimeros que provienen
de A® por una barra nos queda la particién ordenada A = (3,2,1,1,0) y entonces en
cada componente con una barra ponemos un circulo al final de esa fila, y asi nos queda el

diagrama:
@,

A=l O
O

Otra caracterizacién de una superparticiéon es dada a continuacién: una superparticién
de grado (n|m) de largo [ es un par de particiones A = (A®, A*) tal que:

(1)

(2)

(3) U(A®) =1

(4) A®/A es simultdneamente un vertical y horizontal m—strip.
La correspondencia entre (A® A*) y (A% A®%) es dada explicitamente: dado (A®,A*), las
componentes de A% corresponden a los componentes de A* que satisfacen Ay # Af y las
partes de A’ corresponden a las partes de A* que satisfacen que Ay = A}. De esta manera
podemos ver que el diagrama de una superparticion A escrita de la forma (A®, A*) consiste

en hacer el diagrama de A® y cada célula del skew-diagrama A®/A* en A® se cambia por
un circulo. Por ejemplo A = (4,4,3,2,2,2,1;4,3,3,2,2,1,1) tiene el siguiente diagrama:

| |
@

:}A:

| O

A® = JAF

Notemos que el nimero de circulos del diagrama corresponde al grado fermidnico de la
superparticién. El conjugado de una superparticiéon A es la superparticén A’ consiste en
transponer el diagrama de A con respecto a su diagonal principal. Explicitamente, si A =

(A®, A*) entonces A’ = (A®', A*'), de esta forma, el conjugado de A = (4,4,3,2,2,2,1;4,3,3,2,2,1,1)
es

|
A@l: ,A*/_ iAA/: Q
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También podemos escribir que el conjugado de A = (3,1;4,3,2,2,1) es A’ = (5,1;7,3).
Evidentemente, de la definiciéon de conjugacién se tiene

(N) =A.
Se extiende el orden de dominancia a las superparticiones de la siguiente manera:
sean A = (A® A*) y Q = (2%,Q*) dos superparticiones, si A,Q € SPar(n|m), entonces
A>Q+=A?>0% y A*>0QF (36)
donde el orden en el lado derecho es el orden usual de dominancia entre particiones.

EJEMPLO 11. Tenemos las siguientes superparticiones ordenadas

|

|

O >H > >
— O

2. Funciones simétricas clasicas en el superespacio

En esta seccién se presentard una extension de las resultados dados en la Seccién 2. Los
resultados de esta seccién fueron desarrollados por Desrosiers, Lapointe y Mathieu en [3].
En este articulo se mostraron las bases ademés de diversos resultados de los polinomios
simétricos que pudieron ser extendidos al superespacio. Observemos que las superparti-
ciones son ahora, los objetos combinatoriales que indexan estas bases.

2.1. Monomiales simétricos en el superespacio. Dado un A € Spar(n|m), asoci-
amos el monomial simétrico my := mp(x;0) definido por

/
A A A
MA= Y Oo()8o(2) * Bo(m) i) Taty) * Tathy:

geSN

donde el simbolo prima en la sumatoria, simboliza que la suma es sobre todos los términos
distintos. También nos referiremos a los monomiales en el superespacio, como supermono-
miales.

EJEMPLO 12. Veamos algunos ejemplos de monomiales en el superespacio:

m(2;2,1)(x1, x9,x3;01,09,03) = 01$%$§x3 + ngngx%a:g + 9@%:17%:172 + 03:E§:17§x1 + HQ:nggxl + nggx%a:g
= 0y (23033 + 232320) + O (232223 + wiaday) + O3(xiade) + 23x3y).

Tn(lgﬂ)($1,$2,$3;91,92,93) 229192$%$%13 +—9193$%$§1@ +—9392$§$%1&.

m(270;1)(x1, X9, T3; 91, 92, 93) = 91921’%1’3 + 92911’%1’3 + 93921’%3}1 + 9193%%1’2 + 9293%%1’1 + 9391%:25332

= 9192(:5%:@, — x%xg) + 9203(3:%3:1 — 33%332) + 9193(x%a:2 — LL’%QZQ)
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2.2. Funciones simétricas elementales en el superespacio. En el superespacio,
consideraremos dos tipos de funciones elementales, dado r > 1 definimos

Er =M(ar) = E Ljy - L,

Ji<gr
y para r > 0, definimos
& =man) =D D by,
i>1 JigJ
donde la suma es sobre todos los subconjuntos J con |J| = r y ademds j; < jo < -+ < jp

estan en J. Ademds ponemos ey = 1 y notemos que

eNO:ZH,-:91+92+...

Dada una superparticion A = (A%, A®) = (A1,...,Am; Apmt1, ..., An) de (n|m) definimos
la funcién simétrica ey por

m N
o-Tla- 11 «
i=1  i=m+1
EJEMPLO 13. Si A = (2;1), entonces ey = €3 - e1, donde en variables tenemos

ex(x1, 2,235 61,02,03) = 612023 + G123 + 32120

e1(w1, z2,73) = x1 + T2 + T3.
Por lo tanto e(z.1) = (017273 + thr123 + O37122) - (x1 + x2 + x3)

2.3. Sumas de potencias en el superespacio. Dado r > 0, definimos las funciones
de sumas de potencias en el superespacio por

pr=m(py =Y
7

pr=m(r;0) = fiaf;
i
luego para una superparticion A = (Aq, ..., Ay At -+, Anx) de (n|m) definimos
m N
pa=]]0i ] p:-
i=1 i=m+1

EJEMPLO 14. Si consideramos la superparticion A = (2,1;2) entonces p(2 1,2y = P2P1D2,
donde en 3 variables tenemos

p2(a1, w2, w3; 01, 02, 03) = 6127 + O223 + 0323
p1(71, T2, 23; 61,02, 03) = 0171 + 0202 + O373
p2 = :17% + :17% + xg
Y ast
P(21:2) (71, T2, 23;01,02,03) = (0122 + Oox3 + 93&:%)(91331 + Og9 + O323) (23 4 23 + x%)
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2.4. Funciones simétricas completas. La n-esima funcién simétrica completa bosénica
y fermidnica son definidas por
hn = E my

AFn

iln = Z (Al + 1)mp

AF(n|1)

Ademss si A es una superparticién de (n|m), entonces se define

m I(A)
=[1n [ 2
i=1 i=m+1

2.5. Funciones generadoras en el superespacio. En esta secciéon presentamos las
funciones generadores de las funciones simétricas dadas en las secciones 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4.
Dado un par de paramétros formales ¢ y 7, las funciones generadoras son:

e La funcién generadora de las funciones simétricas elementales en el superespacio es
dada por

[e.e]

E(t,7) = [[(1 +tx; + 76,).
=1

e La funcién generadora de las funciones simétricas completas en el superespacio es
dada por

o

H(t,7) = Hl—t:EZ—TH Zt en + Tép).

i=

e La funcién generadoras de las funciones de sumas de potencias en el superespacio es
dada por

ot + T
Pt) =) 1— tz; — 70,

1=
e Podemos ver que, directamente de la definicién, podemos obtener
H(t,7)E(—t,—1) = 1.

Luego en esta tultima igualdad, si expandimos las funciones generadoras en términos de
€n, €n,hn v hy se pueden obtener los siguientes resultados: si n > 1, entonces

n

> (1) erhyy =0

r=0

y si n > 0, entonces



e También se puede comprobar directamente de la definicion que

H(t,7)P(t,7) = (t0y + 70.)H(t, T)

E(t,7)P(—t,—7) = —(t0y + 70, )E(t, 7).

Podemos extender estas ultimas igualdades para obtener las siguientes férmulas de re-
cursién: Si n > 1, entonces

n

n
hn = Zprhn—ry nen = Z(_l)r+1pr6n—r-
r=1

r=1
y si n > 0, entonces

n

(n + 1)}~ln = Z[pTiln—T + (7’ + 1)ﬁr’hn—r]7
r=0

n

(n+1)e, = Z(—l)”l[prén_r — (r+ Dprep—r).
r=0

2.6. Dualidad. El operador definido en la seccion 2.7 puede ser extendido al superes-
pacio. Se define el homomorfismo & en ofz; 8]%< por las siguientes relaciones
Gien— hy Y Ep— hy.

Se puede probar que este homomorfismo es una involucién, es decir, &2 = 1. Equivalente-
mente

W:hpr——e, v hpr— én.

Ademas haciendo cambio de base, podemos obtener la accién de & en las sumas de potencias.
Especificamente
n—1~

"/J(pn) = (_1)n_1pn Y Dn-1= (_1) Pn—1-

Luego, si A = (Ar,..., Ay Appg1, ..., Ay), recordemos que paA = PA; -+ DAmPAms: - An
entonces podemos obtener que

W(pa) = wapa
donde wy = (—1)AHFA=IA),
2.7. Ortogonalidad. Sea n) (i) el nimero de partes igual a i en la particién A. Defin-
imos el producto interno en o[z; 6]~ por
{palpa)) = 2zadr0
donde 2zp := 2ps = [, [F"° KD ps (k)]
PROPOSICION 12. La involucion & es una isometria, es decir,

(@rlwgh=(flg)

para todo f y g funciones en o[z; 0]V .
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El kernel II = II(x, 0;y, ¢) en el superespacio se define por

Se puede probar que
II= Z zXIpA(JL"; 0)pa(y; @)

AeSPar

(Il(z, 05y, 0)| f(z,0) = f(y, ¢)

para todo f funcién simétrica en el superespacio.

PROPOSICION 13. Sean {up} y {va} dos bases de ofx;0)°<. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) T(z,0;y,6) = > _ ua(x,0)va(y, ).
(2) (ualor) = dn0.

3. Polinomios de Macdonald en el superespacio

En [8, 9] se presenté una versién de los polinomios de Macdonald en el superespacio.
Al igual que en el caso clasico, dependen de dos pardmetros g y t, pero en este caso los
polinomios de Macdonald estan indexados por superparticiones. Usando estos polinomios
de Macdonald en el superespacio, se pueden obtener versiones en el superespacio de los
polinomios de Jack y de los polinomios de Hall-Littlewood. En el superespacio existen
diferentes tipos de los polinomios de Schur. También nos referiremos a los polinomios de
Macdonald en el superespacio como superpolinomios de Macdonald.

Sean ¢ y t paramétros formales independientes. Consideramos o(q,t) el cuerpo de fun-
ciones racionales en ¢ y t. En este caso, una funcién f € o(q,t)[x; 0] serd simétrica en el
superespacio o supersimétrica si

Icof = f

donde K, es el intercambio simultdneo de las variables x y las variables 6 al igual que en
(34).

El algebra de los polinomios simétricos de IV variables y grado fermionico m en el cuerpo
o(q,t) en el superespacio serda denotado por R(N|m). De esta forma denotamos por

N
R(N) = | R(n|m)
m=0

el algebra de polinomios simétricos con coeficientes en o(q,t) de n variables y de cualquier
grado fermidnico. También denotamos el algebra de polinomios supersimétricos de un
nimero arbitrario de variables y de todos los grados fermiénicos por R5>.

TEOREMA 4. Para cada A superparticion, eziste un tinico Py = Py(x,6;q,t) en RS~
tal que
1) PA =mua + ZQ<A g(Qa t)mﬂa (37)
2) (PalPa)q:=0 if A#Q,

28



donde g(q,t) € a(q,t). El producto escalar es definido por

(palpa)ar = (~1)(2) 2(q, )orq (38)
donde
(A s
(g, t) = zpe ¢ H 1_3AS. (39)

La existencia de estos polinomios fue demostrada en [9] y para ello se utilizaron los
polinomios de Macdonald no simétricos [4], en este sentido para A considera el polinomio
(—1)(%)

P, -~ vz
A= fA ( )tan (A9)

> Koby - OmAnUt By, (40)
TESN /(Sm X Sne)

Y se puede demostrar que P satisface las condiciones del Teorema, 4.

3.1. Operadores F, y FE> en el superespacio. De la misma forma que en seccién
3.1, se pueden caracterizar los superpolinomios de Macdonald como funciones propias. En
este caso tenemos dos tipos de operadores para el cudl los superpolinomios de Macdonald son
funciones propias de ciertos operadores. Estos operadores son complejos, ya que involucran
operadores de Cherednik (Ver Apéndice A). Estos operadores podrian tener una forma més
simplificada para los polinomios simétricos, pero esto ain no se ha realizado.

La definicién de los operadores de Cherednik Y; es dada explicitamente en (211), por lo
que no queremos repetir la definicién en esta seccién. Definimos

Ay= [ Gzi-z), v On=A4).
1<i<j<N

De esta manera definimos

DY =" > )ICU <— [ +---+YN)A—7T1,,,,M>

m=0 G S /(Sm xS,
y

A, Al
DYian =3 X Ko (BE@ Ve VR
m=0c€Sy /(Smx5%,) m

donde el operador .., es el operador de proyeccién definido como

Heag H Op,0;

j=m+1
El operador 0y, es la derivada parcial sobre 6,. Sea f = f(x,0) y i,j € {1,...,N}, se
pueden verificar las siguientes propiedades
99, (zj f) = 20, (f)
00,(0;f) = 0ijf —0;06,(f)
80100]- (f) = _893' 691' (f)
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Por lo ultima igualdad, se tiene que 831_( f) = 0. También vemos que el operador de
proyeccién satisface que

0, ... 0, — Or O, si{in,..., i} ={1,...,m}
im0 = si{i1,.., i} #{1,...,m}

PROPOSICION 14. Los superpolinomios de Macdonald son funciones propias de los op-
eradores D} y DY . Explicitamente

DTPA:EA*PA Yy D?PAZE/@PA,

donde el valor propio es dado por ey =), it

Los operadores Dj y Di@ no son compatibles con el nimero de variables, por lo que
para poder tener operadores que sean compatibles con el niimero de variables, se hace una
modificacién. Definimos

1 " ® N AV Agn
Ori=g DI=-DN =3 3 K[z 0t V) ghm
q m=00€Sx /(Smx5E,) m "

y

1 N A At
Oy=—(@Di-DY)=)_ > K <A—?(Ym+1 Tt YN)A—mm"“’m> '
q m=0 €SN /(SmxSE, ) m "

Utilizando la Proposicién 14 y las definiciones anteriores, se puede probar

N
1 ® 1
O1Py = —— [Z(q[‘i —¢M)e

Py
q—1 i=1

N
1 * ® i
OQPA — [E :(in+1 o in )tl i PA-

¢—1 i=1

Ahora definimos
N
Vo) Am — _ Aﬁn
R S SR o S TR

m=0 €SN/ (SmXSme)

donde YZ-_1 es el inverso del operador de Cherednik. Debido a lo anterior, los superpoli-
nomios de Macdonald son funciones propias de 01, explicitamente

N
— 1 _A® —A*N gi—
01PA — [§ :(q A7 q Ai)t 1 PA-

Se define By v = Oy Ey Ny = 09— Zf\il t1=% los cuales son compatibles con el ntimero de
variables. De esta manera definimos

El = lim El,N y E2 = lim E27N.
— —
Con estos operadores, se pueden caracterizar los superpolinomios de Macdonald Py con la
siguiente proposicion.
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PROPOSICION 15. El polinomio de Macdonald Py es el inico polinomio en R tal que
satisface:

(1) Px =mp + Y g vAQMQ.

(2) ExPa=| > ¢ Mt | Paoy ExPa=| D (¢NTH [ P

AP£N? A®P=A?

3.2. Kernel y Ortogonalidad. Sean x = (z1,22,...) y ¥ = (¥1, 92, .. .) dos conjuntos
de variables conmutantes, y sea 6§ = (01,0s,...) y sea ¢ = (¢1,¢02,...) dos conjuntos de
variables anticonmutantes. Definimos el Kernel por

K(z.0:y,6) = ] (2% 0 <1+M>

i (Y53 @)oo 1 —q twy;
donde
o
(a;¢)oo = [J (1 — ag").
k=0

Se puede notar que el Kernel puede ser escrito por

K(x,0:y,¢) = K°(x,0,y,¢) [ | (1 + &)

—ag—Lp.a.
ij 1—gq T3l
donde K°(x,0;y,¢) = H” % es el Kernel usual en la Seccién 3.3. No es dificil de
probar que
K(x,0;5,0) = > (~1)(3)zn (g, 8) 'paz, O)pay. ),
A

donde z, (g, t) estd definido en (45). Las siguientes proposiciones son anélogas de las proposi-
ciones dadas en 9.

PROPOSICION 16. Para cada n,m, sean {up} y {va} bases, donde . Entonces las sigu-
ientes condiciones son equivalentes:

(1) (ualva)et = dra para todos los A y

(2) K(z,0;y,¢) =\ ua(z, 0)va(y, ¢). (41)

3.3. Dualidad. En la seccion 2.6 se dio una extensién del homomorfismo de los poli-
nomios simétricos al superespacio. En esta seccién vemos el homomorfismo considerando
las pardmetros q,t, el cual serd denotado por §),; y para definirlo primero definimos los
homomorfismos wg ¢ y @g.

Sean p, y p, los polinomios sumas de potencias en el superespacio. Se define

r—ll _qr

1_trpr y wq,tﬁr-

wg,tpr = (—1)

"qur =DPr Yy "Dqﬁr = qrﬁr-
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El homomorfismo (), ; se define por
Qq,t = wq © Wg,t-

De esta manera, tenemos
I(A®)

ae) T Lo
Qqepa = wagd™ ]
i=1

1 — A

donde wy = (—1)IM=IA) " El homomorfismo Q,; satisface la siguiente propiedad de duali-
dad en los superpolinomios de Macdonald.

TEOREMA 5. Se define Qa(q,t) := ba(q,t) "' Pa(g,t), donde ba(q,t) = (Pa(gq, t)|Pa(q,t))g,-
De esta forma el operador 1 dctua en un superpolinomio de Macdonald de la siguiente
manera:

QqiPr(q,t) = (gt )M Qur (g, t).

3.4. Evaluacién. Una evaluacién en el superespacio es dada en [8]. Ademds en este
articulo se dio una conjetura para esta evaluacion de un polinomio de Macdonald en el
superespacio. La evaluacién es un homomorfismo que a cada superpolinomio le asigna un
elemento de o(q,t), este elemento depende de la especializacién de las variables bosénicas
del superpolinomio. Esta férmula explicita nos ayuda a obtener diversas propiedades com-
binatoriales como la norma. En el siguiente capitulo demostramos las conjeturas dadas en
[8] referentes a la norma y evaluacién, pero con una evaluacién un poco mas general que la
presentada en la presente seccion.

Sea F'(z,0) un polinomio en el superespacio de grado fermiénico m y supongamos N >
m. La evaluacién de F'(x;6) se define como

0p,, -+ O, F(z,0
Bl 0, 0)] = | 2 2L (42)
m(x) T1=Ul, " , TN=UN
donde los valores de la especializacion u; son dados por
-1
Ui = qmax(m—i,(])
y
Vm(x) = H (517@ l‘])
1<i<j<m
es el determinante de Vandermonde en las variables 1, ..., z,. Notemos que la especial-
izacién de las variables dadas en (42) es la siguiente: para las primeras m variables
1 t ¢m—2 _
T :Wain:W) "'7xm—1:—7$m:tm 17
y la especializacion de las variables xy,11,...,2n es dada por
Tm+1 = tma Tm+2 = tm+17 <oy IN—-1 = tN_27 IN = tN_l'

La conjetura de la férmula de la evaluacién en un superpolinomio de Macdonald in-
volucra un numero combinatorial {5 que se define como sigue: en cada caja fermidnica
de A escribimos el nimero de cuadrados bosénicos que hay hacia arriba; el nimero (p es
obtenido por sumar esos numeros. Recordamos que una caja fermidnica es una caja que
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pertenece a una fila con un circulo y una caja bosoénica es una caja que pertenece a una fila
que no posee circulo.

Consideramos una particién A de grado fermiénico m, definimos SA = A®/§(m+1)
donde 6™ es la particién escalera (m—1,m—2,...,1,0), y la cantidad n(\) = >_,(i— 1)\;
para una particén A. También definimos n(A\/u) = n(X) —n(w).

A continuacion se presentan las férmula de largo-brazo y largo-pierna para superparti-
ciones.

Férmulas de largo-brazo y largo-pierna. Para una caja s = (i,j) € A, introduci-
mos las siguientes férmulas de largo-brazo y largo-pierna:

ap(s) = A —j,  ap(s) = AP —
In(s) = (A", — i Ip(s) = (A®)) —i
donde (A*)" y (A®)’ son las particiones conjugadas de A* y A® respectivamente. Definimos
walg,t)= [ (- PENORERNON
sEB(A)

donde B(A) denota el conjunto de cajas en el diagrama de A que no estan al mismo tiempo
en una fila conteniendo un circulo y en una columna conteniendo un circulo.

Se define la forma entera de un superpolinomio de Macdonald por
JA(£7 9) q, t) = wp (t7 q)PA
Se conjetura en [8] que los coeficientes de los monomiales que resultan al expandir J, son

polinomios en ¢ y ¢t con coeficientes enteros.

La conjetura de la férmula de la evaluacién para Jy (x, 0; q, t) es dada en [8] y lo anotamos
como teorema ya que es demostrado en el siguiente capitulo.

TEOREMA 6. Sea A una superparticion de grado fermidnico m y supongamos que N >
[(A®). Entonces la férmula de evaluacion para el superpolinomio de Macdonald Jp es dada
por

éa¢n(SA) . .
. — _j-1,N—(i—1)
EnmlJa(2,0;0,1)] = o DIA# /60— n(Ae /50 11 <1 ¢t ) :
(i,5)eSA

Algunos ejemplos de esta formula se pueden encontrar en el Apéndice 1.

3.5. Norma. Dado el producto escalar definido en (38) se define la norma de un
superpolinomio f := f(x,0) de grado fermiénico m por
17120 = (CDEVCE 1 Do

En [8] se da una conjetura para la férmula combinatorial de la norma de un superpolinomio
de Macdonald. Esta conjetura serd demostrada en el siguiente capitulo y mas abajo lo
anotamos como teorema. Algunos ejemplos de esta férmula son dados en Apéndice 1.

TEOREMA 7. Sea Pp(z,0;q,t) un superpolinomio de Macdonald. Su norma es dada por

|A9] wa(g,t)

Py 2:q .
1EAl )
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CHAPTER 3

Evaluation and Norm of Macdonald polynomials in
superspace

Este capitulo corresponde a uno de los articulo que obtuvimos como resultado de esta
tesis, espécificamente se encuentran las demostraciones de las férmulas de la evaluacion y la
norma dadas en los teoremas 6 y 7. En este momento éste articulo se encuentra sometido
y bajo revision. La seccién correspondiente a los polinomios de Macdonald no-simétricos,
ademas de los ejemplos fueron separados de este capitulo y se colocaron en los apéndices.

1. Introduction

An extension to superspace of the Macdonald polynomials was presented in [8, 9]. In
this setting, the polynomials not only depend on the usual commuting variables z1, xo, ...
but also on anticommuting variables 61,60, .... Just as is the case for the usual Macdonald
polynomials, the Macdonald polynomials in superspace can be characterized by conditions
of triangularity and orthogonality (we refer to Chapter 2 for the relevant definitions and to
Apéndice A for nonsymmetric Macdonald polynomials):

THEOREM 2 ([9]). Given a superpartition A = (A% A®) of fermionic degree m, there
is a unique symmetric superpolynomial Py = Pa(x,0;q,t), with x = (x1,x2,...) and 0 =
(01,09, ...), such that:

1) Py =ma+ 3 gcp9(q, t)ma,

2) (PalPa)gr =0 if A#Q,
where g(q,t) is a rational function in q and t. The dominance ordering on superpartitions
is defined in (36). The scalar product is defined by

(palpe)ar = (—1)(2) zp(q, t)ona (44)

(43)

where
0(AS

po T L=
g t) = z2n0 ¢ ]
i=1

1— ¢

(45)

Most of the important properties of Macdonald polynomials seem to extend to super-
space: explicit formulas for the norm and the evaluation were conjectured in [8], Pieri rules
connected to the 6-vertex model were conjectured in [10], and most remarkably, a Macdon-
ald positivity conjecture was stated in [9]. The existence of the Macdonald polynomials
in superspace is given by using the non-symmetric Macdonald polynomials (see Appendix
A). We define a Macdonald superpolynomial in terms of the non-symmetric Macdonald
polynomials (it was proven in [9] that they correspond to those of Theorem 2):
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DEFINITION 1. The Macdonald superpolynomials Py = Pp(x,0;q,t) are defined as
(—1)(%)

= +
= mpEe > Ko OnAnUl B, (46)

0€SN/(SmXSme)

A

where

fas() = [TInas ()1 (47)

Jj=0
with nps(j) being the number of occurrences of j in A* and AT stands for the concatenation
of A% and A® read in reverse order:

AR = (A, o AL AN, M) (48)

In (46), we extended the usual concept of inversion on a permutation to a partition:
inv(A®) is the number of inversions in A®, the latter number being equal to

inv(\) = #{n >i> 75N < \j}, (49)
where n is the number of entries in A (including 0’s). For instance, we have inv(22100) = 8.
In (47), we also used the following standard notation:
[kle! = [1]¢[2]¢ - - - [k with [m]y = (1—t™)/(1—1).

We first show that the stability of £, with respect to the number of variables can be
lifted to that of Py.

PROPOSITION 1. Suppose that N > m. Then the Macdonald superpolynomials Py are
stable with respect the number of variables, that is,

Py (21, N 1,01, On1) if Ay =0,
PA(xlw--7‘7:N—1707017’”79N—170):{ 0A7(x1 N1 N 1) 1{‘ Ax#o

(50)
where A_ = (A1, ..., A Mgty -+, AN—1).

We now provide a characterization of the Pp’s as common eigenfuntions of two com-
muting operators:

ey Y k(R ). -
m=0 O'GSN/(Sm ><Smc) m m

N
Am Al

Dy =>" > Ko (A—t @Y1+ -+ qVm+ Vg1 + -+ Yn) A—le...7m> :

m=0 UGSN/(S”TLXS’ULC) m "

(52)
where the operator 7., is the projection operator defined as
m N
Mo = | [ 0506, ] 06,0; (53)
i=1 j=m+1

In this equation, Jp, denotes the standard derivative with respect to the Grassmann variable
0;, which is a linear operator such that, for all polynomials f = f(x,6) and i,j € {1,...,N},

897,' (.Z']f) = ‘TjaGi (f) 897,' (ejf) = 5i,j f - Hj 897,' (f) ) (54)
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and

00,00, (f) = ~00,00, () = 9,(f)=0. (55)
It is easy to see that
910m if{il,...,ik}:{l,...,m},
mbiy - Uiy, = e (s . 56
e * {O if {i,... i} #{1,...,m}. (56)

The eigenvalues of the operators D} and Df when acting on Py are
DTPA = EA*PA and D1®PA = EA®PA, (57)

where €) = Zf\il ¢it' 7. Since the two eigenvalues completely determine A, the following
lemma holds.

LEMMA 1. The Macdonald polynomial in superspace Py can be characterized as the
unique common eigenfuntion of D} and DY with eigenvalues ex« and epe respectively.

We now state the generalization to superspace of the standard duality property that
relates the Macdonald symmetric functions Py(g,t) and Py (t,q) [1, Section VL5]. Let Qg

be the homomorphism defined as
r— 1—¢" ~ r=
Qq,tpr = (—1) 1Wpr Qq,tpr = (—Q) DPr, (58)

which is such that

Qg pa = (—1)MAI=EA) glA°] H 1:31\8 DA, (59)

THEOREM 3. Let Qn = Pp/||Pal|?, where |Pp||? = (Pa|PAYgt- Then, the following
duality holds' :

QiPalg,t) = (1) (@ )N Qa1 g7Y). (60)

The above results were proved in [9], the rest of this chapter is dedicated to give explicit
formulas for the norm and the evaluation of Macdonald superpolynomials.

2. Skew Macdonald polynomials in superspace
We define the coefficients gSI by
1
Po Pr= TS o gA Py. (61)
2 [y Yo
By orthogonality, this is equivalent to saying that
9o = (PalPoPr). (62)

The skew Macdonald polynomial P,/ is now defined as the unique symmetric super-
function in z and # such that

gor = (Paja | Pr) = (PalPoPr)) . (63)

IThe corresponding formula in [9] does not have the sign (—1)(7;) This is due to the fact that our
choice of scalar product differs from theirs by (—1)(7;)
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Observe that this definition is equivalent to
e i (o

The following proposition is proved exactly as in the case of the Jack polynomials in
superspace.

PROPOSITION 2. Let (z,y;0, ¢) denote the ordered set (x1,22,...,Y1,Y2,...;01,02,...,01,02,...).
Then, we have

Pr(z,y:0,0) = Z”P 12 Pale: ) Poya Z”P i Fra(@0)Pa(yi0). (65)

The following lemma is an immediate consequence of the duality induced by €, ; stated
in Theorem 3.

LEMMA 2. We have that
gdr £ 0 if and only if géfr, # 0. (66)

2.1. Necessary conditions for the non-vanishing of coefficients in the Pieri
rule: horizontal and vertical strips. Let n and n refer respectively to the superparti-
tions (n) and (n;), i.e., associated respectively to the following diagrams both containing

n squares:
nzl:lj D and ﬁzl:lj I:[) (67)

We now obtain necessary conditions for the non-vanishing of the coefficients gé\m and gf\m.
These results specify — without evaluating them explicitly — the coefficients that can appear
in a Pieri-type rule for Jack polynomials in superspace.

When no fermions are involved (in which case superpartitions A and 2 are usual parti-
tions A and p), it is known that the coefficient gﬁ‘m # 0 if and only if A\/u is a horizontal
n-strip. The concept of horizontal or vertical strip can be easily generalized to superparti-
tions.

DEFINITION 2. We say that A/Q is a horizontal n-strip if A*/Q* and A® /Q® are both
horizontal n-strips. Similarly, we say that A/Q is a horizontal n-strip if A*/Q* is a hori-
zontal n-strip and A® /Q® is a horizontal n+1-strip. The definitions are similar for vertical
Strips.

Consider for example, A = (4,1;2,1) and Q = (2,0;3,1). Then, as illustrated in Figure

1, A/Q is a horizontal 3-strip, but it is not a vertical 3-strip. Similarly, it is readily seen
from Figure 2 that (3,0;2,1)/(2;2) is a vertical 2-strip.

FIGURE 1. Horizontal n-strip

[ O | ] L] (1]
O o ae- U A®/QP =

H O []
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FIGURE 2. Vertical n-strip

® ® O u
A= Q= — A= A®/QF =

n
u n

The proofs of the next two propositions rely are rather involved. As such, they are
relegated to Appendix 2. Note that the equivalences in the statements follow from Lemma 2.

PROPOSITION 3. The coefficient géﬂ # 0 only if A/Q is a horizontal n-strip. Equiva-
lently, the coefficient 9671,1 # 0 only if A/Q is a vertical n-strip

PROPOSITION 4. The coefficient gsﬁ # 0 only if A/Q is a horizontal n-strip. Equiva-

lently, the coefficient gg( ) # 0 only if A/ is a vertical n-strip

0;17

Recall that the diagram p is contained in A, denoted p C A, if p; < A; for all i. For
superpartitions we define 2 C A as follows:

QCA ifandonlyif Q*CA* and Q% C A®. (68)

For instance, (0;3,2) C (3,0;3,1) but (2,1;3) £ (3,0;3,1). Since Pg,n) = e, and P,n) =
€, and since the ep’s form a multiplicative basis, the previous propositions have the following
corollary.

COROLLARY 1. We have that 931“ 1s zero unless Q C A and I' C A.

3. Operations on the first column

We define two operations on the first column of a superpartition A of fermionic degree
m. If the first column in the diagram of A does not contain a circle (that is, if A,, # 0),
then we let CA be the superpartition whose diagram is that of A without its first column.

FIGURE 3. Operation C

O 0
A= @ = CcA=| [

NS -

If the first column in the diagram of A contains a circle (that is, if A,, = 0), then we let
CA be the superpartition whose diagram is that of A without the circle in the first column.

In this manner, we have that if the first column in the diagram of A contains a circle,
then CCA is the superpartition whose diagram is that of A without its first column.
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FIGURE 4. Operation C

@) O

FIGURE 5. Operation CC
O ®
4 -

A= @ = CCA=| [)

O
O O

PROPOSITION 5. Let A be a superpartition whose diagram does not contain a circle in
the first column. Then

Pa(xyy.. . me;01,...,00) =21 2gPea(x1, ... 20501, ...,60p)
where = L(A) = L(A*).
PROOF. From Lemma 1, it suffices to show that 1 - - - xpPep (21, ..., 201, ...,0p) is an
eigenfunction of D} and Dy with eigenvalues ep« and epe respectively.
It is easy to show that
Tix1-xp=x1 - Tp T} fori=1,...,/—1 (69)
(and similarly for 7, !). Hence, in N = / variables, we have
Yixe - cxp=qx1---x0Y; fori=1,...,/—1 (70)

From the definition of Dj and DY, it is then immediate that in N = ¢ variables we also
have
Dizy - xp=quxy- -z D] and DYy xyg=qmwy - 20 DY (71)

Therefore,
DY (w1 x¢Pep) = qa1 - x¢DTPep = qecar (w1 -+ xPen) = ens (z1 - x¢Pep)  (72)

and similarly for DY. We can thus conclude that Py = z1 -+ o FPep. O

The following lemma concerning non-symmetric Macdonald polynomials, which is needed
to prove the next proposition, is certainly known. But for lack of a proper reference, we
provide a proof.
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LEMMA 3. Letn = (n1,...,mn) be a composition such that n; =0 and n; # 0 whenever
j#1. Then

E,(z1,...,zN) 2=0 = En{ (L1, Ti—1,Tit1,---,TN) (73)
and
E,](azl,...,xNﬂxj:O =0 if j>i. (74)
where n; = (N1,.. ., Ni—1,Mi+1,---,MN) 1S the composition n without its i-th entry.

PROOF. We proceed by induction. We know from (215) that when i = N, we have

E,](xl,...,a;NﬂxN:O:Enxf(xl,...,xN_l) (75)
while when ¢ < N and j = N, we have
E,](azl,...,xN)|xN:0 =0. (76)

Now, suppose by induction that when ¢ = k we have

En(flfl, e ’:UN)‘:Bk:O = En]: (:El) e ,iUk_l,ka_l, R 7':UN) (77)
while when i < k and j = k, we have
E,](azl, e ,xN)|xk:0 =0. (78)

We thus need to prove that (77) and (78) still hold when k is replaced by k — 1. We first
consider the case (77). Suppose that i = k — 1. Since n;_1 = 0 and 7 # 0 by hypothesis,
we have from (216) that

Tp1Ey(x1,...,on) = ¢y Ey(x1,...,on) +tEs, p(x1,...,2N), (79)
where ¢, is an irrelevant constant. By definition of T},_1, we also have

Tk_lE,](azl, . ,LZ'N) :tEn(xl, e ,JZN)

txr—1 — Xk
+ 7(E77(331, sy Th—2, Thy Th—15 Tht2;5 - - - 733]\7) - E??(xlv s
Tk—1 — Tk
(80)
Since i = k — 1, we have by hypothesis that E,(z1, ... ,:EN)L%:O = 0 and that
E, p(x1,... ,xN)|mk:0 = E’71;1($1’ ey L1y Tty oy TN )- (81)

Since the right-hand-sides of (79) and (80) have to be equal, we thus get after letting z; = 0
that

tEy(x1, ..., 25—2,0,T4—1, Thy2, ..., TN) = tE’71;1(:E1’ e L1, Thd Ly -y TN) (82)

which, after the change of variables xj_1 +— xj, is equivalent to

En(xl,...,xN)‘ 1(x1,...,xk_2,a:k,...,xN). (83)

Th1=0 Eﬁ;:.,
Hence (77) holds when k is replaced by k — 1.

We now prove that (78) holds when k is replaced by k — 1. Since i < j = k— 1, we have
Nk—1 7 0 and n; # 0. By assumption, we thus obtain

E,(x1,... ,xN)‘meO =0 and Eg, p(x1,... ,xN)|wk:0 =0. (84)
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Therefore, after again equating the right-hand-sides of (79) and (80) and letting x = 0,
we get

tEn(iﬂl,---,ﬂfk—2,0,$k—1,$k+2,---,33N) =0. (85)
But this is amounts to (78) with k replaced by k — 1 after the change of variables zj_1 <—

T. O
We are now ready to prove the following result.

PROPOSITION 6. Let A be a superpartition whose diagram contains a circle in the first
column, that is, such that A, = 0. If £ = L(A), then

(_1)m—1 [(%ZPA(a;l, e, o0, ,9@)] |1‘£=0 = PéA(azl, e, 1301, ... ,95_1). (86)

PrOOF. By symmetry, it is equivalent to prove

(_1)m—1 [891PA(951,...,a;g;Hl,...,Hg)H PéA(xg,...,xg;Qg,...,95). (87)

z1=0 =
From (46), we get
99, Py = ca > Kol Om AUt Bz (88)
JESZ ,,,,, Z/SZ ,,,,, 'mXSn’Lc
where o
(—1)'2
= 89
CA fAS (t) tlnv(/V) ( )
Since A = (0, Ap—1,...,A1,Ap, ..., Ajpg1) has only a zero entry in the first position, we
obtain from Lemma 3 that
EAR(.Z'l, . ,xg)‘xlzo = E(Amﬂ7...7A1,Ag7...7Am+1)(x27 . ,xg) = E(éA)R(IIZ'Q, e ,xg) (90)
We can thus deduce from (88) that
c
[8€1PA(‘T17 <o Lps 617 o 765)”551:0 = %PCU\(‘T27 < T 627 o 705)' (91)
Hence (87) holds since cp/csy = (—1)(?)+(m51) = (=1)™~! given that A® and (CA)*® are
equal. O

4. Evaluation and norm of the Macdonald polynomials in superspace

We prove in this section formulas for the evaluation and norm of the Macdonald poly-
nomials in superspace that were conjectured in [8]. We will extend the methods used in
[11] to prove the evaluation of the usual Macdonald polynomials.

Let A = (A%; A®) be a superpartition of fermionic degree m, and let 6, = (m — 1,m —

2,...,0) be the staircase partition. We define the evaluation &gt ON the power-sum basis
as
0(A%) As
1 t -1 1 1 AS 1 —ui
€l ps) = sxo st ) TT a4 6040 20
i=1
(92)

where u is an indeterminate and spa_gs,, is the Schur function indexed by the partition
A" =6y, = (AT —m+1,A —m+2,...,A%). We observe that if u = tN=m then £7

tN?m 7q7t

42



is the evaluation considered in [9] and such that for F(z;0) = F(x1,z2,...;01,62,...) a
symmetric function in superspace of fermionic degree m, we have

691“'69 F(:L'79)

gb\r*m,q,t(F(l’;Q)) = [ Am?l’) ’ (93)

Ty =Vp

where

0 ifr>N (94)

and where A, (z) is the Vandermonde determinant Ay, () = [];<;j<p (i — ;).

{ 757’—1/qmax(m—r,O) fl1<r<N
Vy = oA

For a box s = (4, ) in a partition A (i.e., in row ¢ and column j), we introduce the usual
arm-lengths and leg-lengths:

ax(s) =Xi—j and I\(s) =\, —i (95)
where we recall that ) stands for the conjugate of the partition .

Let B(A) denote the set of boxes in the diagram of A that do not appear at the same
time in a row containing a circle and in a column containing a circle.

FIGURE 6. The set of boxes BA.

O ||__O
O O

A= Q - BA:| b

For A a superpartition of fermionic degree m, let SA be the skew diagram SA =
A® /1.

FIGURE 7. The set of boxes in SA

O

O

A= — SA=
@)

O [

Finally, for a partition A, let n(A) = >_.(i — 1)\;. In the case of a skew partition A/,
n(A/p) stands for n(\) — n(w).
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THEOREM 4. Let A be of fermionic degree m. Then the evaluation formula for the
Macdonald polynomials in superspace reads

S0 8m) T pesa(l— @m0 D)

Eu,q,t (PA) = q(m—1)|A“/5m\—n(A“/5m) HseBA(l — e ()¢l (5)+1) (96)
or, equivalently, as
(M) /6m) [T nesa 1 — ¢~ Hmu)
€y (Pa) = T (97)

q(m—l)\Aa/67,L|—n(Aa/6m) HsEBA(l — qOA® (s)tlA* (s)-l,-l) .

REMARK 1. The formula for the evalution conjectured in [8] involves a combinatorial
number Cp instead of n((A)*/d,,) that we now describe. Consider the partial filling of the
squares of A defined as follows: in each fermionic square of A write the number of bosonic
squares above it; (p is obtained by adding up these numbers. Here are three examples for
which it is non-vanishing:

o[o] 1O e
C1,022) = 2 e (31,02 = 1: 1@ Cenosn =31 [1[)  (98)
0 0 a

In Lemma 10 we will show that {5 and n((A)*/d,,) are equal, thus validating the conjectured
expression for the evaluation given in [8].

The proof of the theorem is rather non-trivial and will occupy most of the remainder
of this section. To simplify the exposition, we will establish a few results before actually
proceeding to the proof of the theorem.

For a superpartition A of fermionic degree m, we define
O (usq,t) := &'y 1 (Pa) (99)

We also let

1 1
ENEERNY (100)

ba(g,1)

LEMMA 4. We have

O (u; q,t) = (—~DAHE) gy, (171 g O (u(gt) ™5t g7 ). (101)

Proor. We will first prove that if F'(x;6) is a symmetric functions in superspace of
fermionic degree m and total degree n then

m
gu,q,t

Qi F(x:0) = (=1)"q "€l 1 F(x30), (102)

u(gt)™,t=1,
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where €2, !'is the inverse of the endomorphism .+ defined in (58). It suffices to show that
(102) holds on the power-sum basis. We have

£(A%)
1— N
- A|—£(A® A®
gzn% Qq,% (p/\) =(-1 )l =4 ) i H q g‘guq7 (p/\)
=1
Ay —|ae 1 .
=(—1)HAY IV g pa s (F,...,tm 1>
B e P T et U0 e T YO
it L=ghN [gm=DA 1 — (g™ 1t

We then use the algebraic identity

1—7r (s5(1—RS) R 1 /R(1—-R1S™Y 1
== 103
1—3(5(1—7‘8) +1—7‘> 8(7‘(1—7"—13—1) +S(1—8_1) (103)
with r = t4, s = ¢M, R = ™M and S = ¢™N to obtain
. CoAn 1 .
Em O (py) =(—1)AIEA) gmIATg <W""’t 1>
£(A°) —mAs AS [, \mAS
s s - 3 s 1 — T t 7
1—(qt)~% 1—qg™
—(-1 )IA\q—ngg fym -1 g1 (PA)5
where we used the relation |A| = |A%| 4 |A®|. This proves (102).
Now, using Theorem 3, we have
Pa(g,t) = (1)) (@ Mo (71 g @ Pt g 7). (104)

Therefore, applying &, ; on both sides of the previous equation and using (101), we get

e (Pa(g, 1) = (~)MF N by (71 g em (Pt g Y), (105)

which proves the lemma. O

We can now give ®'(u; ¢, t) explicitly up to a constant in o(q,?).
LEMMA 5. We have

O (u;q,t) = valg,t) H (1 — qj—ltm—(z‘—nu) ’

(3,7)€SA
where va(q,t) € o(g,t).
PROOF. It is known [] that
8@1 e 8€m£nnf((;;)la e 7:1:N) — 31"“—5,”(:1;17 . ,xm)mrs (wm+1’ . 71’]\7)7 (106)
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which implies that if N —m < ¢(I'*) then mps(m41,-..,2n5) = 0. Now, by triangularity,
we have
Py =mp + Z calq,t) ma, (107)
Q<A
where by definition of the dominance order on superpartitions the superpartitions 2 that
appear in the sum are such that ¢(Q%) > ¢(A®). Hence

891 . -angA(xl,. .. ,JZN)

o) =0 (108)
whenever N —m < ¢(A®). We can thus use (93) to conclude that
(usq,t) =0 if w=1,¢... ") (109)
Using Lemma 4, this implies
BT (u(gt)™;t g =0 if w=1t,... /AL (110)
which amounts to
OT(uyq,t) =0  if w=q M, g Mt gAY, (111)
since £((A')%)+m = AY. It is thus immediate that
AT
H (1 — ¢ ™) divides ®7(u;q,t) in o(g,t)[u]. (112)
i=m+1
From Proposition 2, we have
Pa(:0) =S ﬁpm(xl,el) Po(22, 23,562, 0, ... ), (113)
A

Since Pr(z1,61) = 0 whenever {(T') > 1, we have that if Py q(z1,61) # 0 then either
Py = Py, or Pyjq = P for a certain r. From Propositions 3 and 4, this implies that
Ppjo(71,01) = 0 unless A/Q is a horizontal r-strip or a horizontal 7-strip. Consequently,
O, Prja(r1,601) = 0 unless A/Q is a horizontal 7-strip. Therefore, we deduce from (113)
that

tf?\]*m, q,t ZT/’A/Q q; tN 1 (m—1) qt(PQ)' (114)

where the sum is over all 2’s such that A/Q is a horizontal 7-strip for a certain r. Observe
that in the previous equation, the coefficient 1 /o(g,t) can be given explicitly:

(—1)m=1R1 | 9y, Py jq(1;61) ]

Yasalg;t) = (115)

[ Pal H1§jgm($1 — ;)

with Py /o (z1;61), which is of
fermionic degree 1, and ¢’l comes from the fact that Pq is of total degree || and that the
new evaluation of each variable xo,x3,..., N needs to be multiplied by ¢ to coincide with
the original evaluation. Now, given that (114) holds for N =m,m+1,m+2,..., we have
that

where the sign comes from the commutation of 0y, - - - Op

m

(u; gt Z?/)A/Q ¢,t) O (w54, t) (116)

where the sum is over all {2’s such that A/ 2 is a horizontal 7-strip for a certain r.
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Since A/ is a horizontal 7-strip, we have that Q% D (AJ,AY,...). Hence, from (112),
® .

we see that H?jm(l — ¢~ 1M~ 1y) always divides @8_1(% q,t) in (116), which gives that
AF
H (1 — ¢ '™u) divides ®7(u;q,t) in o(g,t)[u]. (117)
i=m

Repeating the argument again and again, we get that

m AO

H H ¢~ U7Dy)  divides P (uiq,t) i o(g,t)[u] (118)

G=limm—

and that

q) u q7 Z(bA/F Q7 @F(u q, ) (119)

for some coefficients ¢, r(q,t), where the sum is over superperpartitions such that r* >
(A%H,Af%”, ...). Hence, using Theorem 5.3 of [11], we have that every term ®%(u;q,t)
in (119) is divisible by
A%y A7
H H(l - qi—ltm—(j—l)u)
j=m+1i=1
and, consequently, so is ®{*(u; ¢, t). Together with (118), this implies that

H (1—qj_1tm_(i_1)u) divides ®}'(u;q,t) in o(q,t)[u]. (120)
(4,5)ESA

Now, &, 1(pa) is a polynomial in u of degree [2°|. For (2’s of fixed fermionic and total
degrees, |Q2°| is maximal when Q% = 0,,, in which case |Q°| = |Q| — [0,,]. Therefore,
wat(Pr) = ®%(u;¢,t) is a polynomial in u of degree at most |A| — [0,,|. From (120), we
conclude immediately that

OR (usg,t) = valqt) [[ Q- V). (121)

(3,7)€SA
since J[(; yesa(l — @~ 1#m=(=Dy) is a polynomial in u of degree |A®| — |6pp1| = |A| —
. 0

The coefficients va(g,t) in Lemma 5 satisfy the following recursion.

LEMMA 6. Let A be a superpartition of fermionic degree m such that A,, # 0 and let
¢=1U(A). Then
UA(q7t) t(é) 1
= my ¢ ® . ‘ (122)
vea(a,t)  ¢(3) T, 1— ¢ —1e=G-D)
where we recall that CA is the superpartion whose diagram is that of A without its first
column.

ProOF. Given that A, # 0, Proposition 5 gives
Pa(z1, .. w301, ...,00) =21 2o Pep (w1, ... 20501, ... ,00). (123)
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As we have seen, y-m ., corresponds to the evaluation when the number of variables is
equal to £. Recalling that ®5(t"™;q,t) = E—m g +(Pa), we have by applying &—m ,; on
both sides of (123) that

ey

OA(HT™ g, ) = s Pea(t "5, 1) (124)

D

Using Lemma 5, we can immediately deduce that
va(g,t) +(2) ‘ H(i,j)eS(CA) L—g/ 7l - t(2) . 1 (125)

'UCA(q’ t) B q(gl) H(i,j)eSA 1- qj_lte_(i_l) q(rg) Hle 1-— qA?_ltg_(i_l)
g

In order to find the explicit value of vy(q,t), we need another recursion when the first
column of the diagram of A contains a circle. This turns out to be a litte tricky. For that
purpose, following what was done in the case of the Jack polynomials in superspace [16],
we first need to define a second type of evaluation. Let 5mq be such that on a symmetric
fonction in superspace F'(x;0) of fermionic degree m and total degree N

~’J,"q,t(F(x 1)) = Euvcg ; [[aglF(:n;H)]m:O}

where z; — z;_1,0; — 0;_1, means that the set of variables (z2,z3,...;602,0s,...) is sent to
(x1,22,...;01,0,...). Note that when u = t¥ =™ the second evaluation takes by symmetry
the simpler form

bl
Ti—xi—1,0;—0;—1

Ev-m g1 (F(2,0)) = EXL. (Ooy F(x;0)) (126)
5m 1

since zny = 0 in the evaluation &,

define

it For a superpartition A of fermionic degree m, we
b

O (us q,t) = 'y, (Pr) (127)
We also let SA be the skew partition
SA := A*/6,, . (128)

THEOREM 5. Let A be of fermionic degree m > 0. Then the second evaluation formula
for the Macdonald polynomials in superspace reads

tn(§A)+n((A/)a/5m71) H(i,j)e§A(1 — qj—ltm—iu)

5 e t(PA) q(Mm=2)|A®/6m—1[=n(A%/Sm—1) [Tocma(l — g“a® () ¢lax (5)+1) (129)
or, equivalently, as
(M) /m—1) I, s (7 = gy

= A B (A 5 HseB A(l e @gias ()

PROOF. Theorem 5 will follow immediately from Lemma 7 once the explicit expression
for vA(q,t) has been established in Corollary 2. d

We can again give 531(1 t(PA) = <T>T(u, q,t) explicitly up to a constant in o(q,t).
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LEMMA 7. We have
O (u;q,t) =alg,t) [ (-0, (131)
(i,5)€SA

where VA (q,t) € o(g,t).

Proor. We use again Proposition 2 to get
1
PA(x; 9) = Z WPA/Q(xl, 91) PQ((/UQ, T3,y. .. ;92, 93, cee ), (132)
A

As seen in the proof of Lemma 5, 0, Py /Q(.Z'l,el) = 0 unless A/Q is a horizontal 7-strip,
which implies that [aglPA /Q(:El,el)]m:o = 0 unless A/Q is a horizontal 0-strip, that is,
unless € can be obtained by removing a circle from A.

Therefore, we deduce from (132) that

g;rlrfffm’qt Z/l/}A/Q q7 tN 1 (m—1) qt(PQ)' (133)

where the sum is over all ’s such that A/ is a horizontal O-strip. The coefficient 1y /0(g;t)
can this time be given explicitly as

(-1
3k

O, Prja (15 601)

ngjgm(xl B x])] 21=0,22=01,..,;Tm=Um—1

1ZA/Q(% t) = (134)

m

fermionic degree 1. Again, given that (133) holds for N = m,m + 1,m + 2,..., we have
that

where the sign comes from the commutation of Oy, - - - 0p,, with Py /Q(xl; 01), which is of

(u; gt Z?/)A/Q ¢,t) D5 (w50, t) (135)

where the sum is over all {2’s such that A/ Q is a horizontal O-strip.

Since {2 is obtained from A by removing a circle, we have that {2 is a superpartition
of fermionic degree m — 1 such that Q® O Q* = A*. Hence, from Lemma 5, every term
D7 (u; q,t) in (135) is divisible in o(q, t)[u] by

H (1 - qj—ltm—l—(i—l)u)
(i,j)E€SA
and thus so is cTDm(u, q,t).

The evaluation €7 ,(pq) is again a polynomial in u of degree |Q°| which means that

u,q,t
&N qt(PA) @X‘(u; q,t) is still a polynomial in u of degree at most |A| — |d,,|. Thus, from
the previous observation,

R (usq,t) =Talg,t) [[ (=g 0P, (136)
(i,5)€SA
since H(ij)egA(l — @7 ~1m=1=G=1Dy) is a polynomial in u of degree [A| — [d,,]. O

Remarkably, the coefficients vp(q,t) and Up(q,t) in Lemmas 5 and 7 are equal up to
powers of ¢ and t.
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LEMMA 8. We have

onlg,t) V) =me?
a(g,t) g —m—1)?

(137)

PROOF. As was mentioned before, for all ’s of fixed fermionic and total degrees,
gfﬁq,t(pg) is of maximal degree in u when (2 is of the form = (d,,; Q°). By the triangularity
between the power-sums and monomial bases [], this is also the case for the momnomial
basis, that is, §$q7t(mg) is of maximal degree in u when (2 is of the form Q = (6,,;Q2%). In
that case, we have

Y, W W
. 01~ 0p,_1 Doy [T @-—av)=| ] @ -25)|maes@m zmi1,. .., 2n-1)
m—1(2) [T1<j<pm—1 (i — TN) 1<i<m—1 1<i<m—1

Therefore, considering the evaluation in N — 1 variables (in which case zy = 0), we get

& -1
Etv—m g (M) = gzl\’*lf(m*”,q,t (98 me)

_ <qn}_2> (WL_?)) <?> mas ("L, tN2)

(M) . N1
= <—> ¥ o™, .tV
q

which implies that

- () 105 om
5tN,m’q’t(mQ) = <5> t tN—m’q’t(mQ)y (138)
since in our case
891 . '8@mmg($1, . ,a;N;Hl, v ,91\7) N
An() = mqs(Tmit1s .- TN)-
Now, given that (138) is valid for all values of N, we can conclude that
-~ A () 05| om
Ellm) = (1)1 e (ona). (139

From Lemma 7, qu(q " (Py) is a polynomial of degree [A] — |6,,| = |[A*| — (7). As we have

seen, this degree is only obtainable from the mgq’s in the expansion of Py such that € is
of the form Q = (8,,; Q%) with [Q%] = |[A*] — ('}'). Therefore, from (139), we get that when
considering only the maximal coefficient

g e(PA)

m—1
NGO
ymax <6> t A ‘+|5m‘5$q7t(PA)‘umax' (140)

From Lemmas 5 and 7, we thus get that

(mfl) i ) . . .
<2> LWl ) T] @O =Tt [ O, (14

(i,5)€SA (i,5)€SA
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which amounts to

wa(g,t) _ <t>_(m21) [T jyesn @m0V B (t)‘(m21) i jyesa @70

5 j—lgm—(i—1) 5 j—14—(i—1)

(142)

UA(g,1) L j)esn @ Iiijesa

since SA and SA have the same number of cells. For the cells of SA that do not belong
to SA, we have that i — 1 (resp. j — 1) is the length of a given column (resp. row) of A%
This explains the factor ¢/(A)*1 /¢lA“l in (8). Finally, the cells of SA that do not belong to
SA provide a factor (t/q)_(?). The lemma then follows since (%) + (m2—l) =(m-1)2% O

We can now establish our second recursion for vy (q,t) that will apply when the first
column in the diagram of A contains a circle.

LEMMA 9. If A is a superpartition of length € such that A, = 0, then

oa(g,t) A I=(m=1)? At
(@) AT [T @-gtt iy, (143)
AR icfr(CA)

where fr(CA) stands for the rows of CA that contain a circle.

PROOF. From our hypotheses, we can use Proposition 6 to get
[8€PA(3317 s Tg 017 s 705)] x2y=0 = PEA(:Elv sy e—1;5 917 s 705—1)' (144)

Applying the evaluation in £ — 1 variables 5;":17(”171) 0t O both sides of the previous equa-
tion, we obtain

(g, 1) = RT (T g ). (145)
Therefore, from Lemmas 5 and 7, we have

alg.t) J[ Q=) =gty J[ -0 (146)

(4,5)ESA (4,5)€S(CA)
which gives
vA(q,t) _ (1— qAZ@—ltZ—l—(i—l))‘ (147)
ven(a:?) icfr(CA)
The lemma then follows from Lemma 8. O

We can now proceed to the proof of Theorem 4.

ProOOF OF THEOREM 4. By Lemma 5, we have
er(Pa(at)) =vala.t) ] (1 — gy
(i,5)ESA
where vA(q,t) € a(g,t). The theorem will thus follow if we can show that
t(SA)+n((A)*/om) 1
vA(g,t) = =D [3nl=n(A/5,) T

148
eor (1= e T e
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We will use induction on the number of columns and on the fermionic degree of A. We first
suppose that the first column is of length ¢ and does not contain a circle. By Lemma 6, we

have
VA

oalg,t) ) 1 _ 1) ! (149)
vea(q,t) o q(’;) Hle 1 _qA?—ltz_(i_l) o q(’;) Hs(l _qu@)(S)tlA*(s)—l—l)

where the product is over the cells s in the first column of A. By induction on the number
of columns of A, (148) will thus hold in that case if we can show that

(i) n(SA) + n((A)*/6m) = n(SCA) + n((CA)*/ém) + (5)

(i) (m — 1)[A%/6pm] — n(A%/6,) = (m — 1)|CA® /8| — n(CA®/6y) + <m

2

This is indeed the case, since the first relation follows from

é na _ na
2> and n((A")*/0m) = n((CA")* /o)

while the second is a consequence of

n(SA) —n(SCA) = <

(A /6| — 1CA® 0| =m amd n(A“/am—n(c:Aa/am):@

We now consider the case where the first column of A contains a circle. In that case,
we use Lemma 9 to get (assuming that the length of A is /)

op(q,t) A I=(m=1)? A® 1 0—1—(i—1
vea(g, )~ gIA=om1)? [l (=gt 150

icfr(CA)
By induction on the fermionic degree, (148) will also hold in that case if we can prove that

(1— qA?—lté—l—(i—l))

M H 1 1 _ Hiefr((fA)

o qu® (S)tlA* (s)+1 HseBaA 1— qu® (s)tlA*(s)—l—l
(I1) n(SA) +n((A)?/6,n) = n(SCA) + n((CA)* /Sp_1) + |(A)?| — (m — 1)?
(L) (1 — DA /50| — 1(A/6) = (1 — 2)|CA® /G 1| — (CA® /60 1) + |A] — (0 — 1)

The first relation holds since for s = (i, 1) we have ape(s) = AY — 1 and Ip-(s) =€ —i — 1,
which means that the contribution of the cells in fermionic rows in the first column of A
are canceled out. Relation (II) is seen as follows: we have

n(SA) — n(SCA) = n(A®) — n(A*) — n(6pmp1) + 1(6p) = —1 — <T;L>

and
n((A/)a/(Sm)—n((gA/)a/ém) = n((A’)“)—n((aA’)“)—n(ém)+n(5m—1) = ‘(A,)a‘_(e_l)_ <m2_ 1>

where the last relation follows from the fact that if A = (X, A3,...) (that is, if A is the
partition A without its first entry) then n(\) —n(A) = |A| = |A| — A1. Relation (II) is then
seen to hold since ("3 ') + (7) = (m — 1)
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Given that A® = (CA)?, we have that Relation (III) follows from (m — 1)|A%| — (m —
2)|A%| = |A%| and

(=Dl |~ (m=2) 01|00 4100 1) = (1) (7 ) =m=2) (" )= ("5 1) = me?

2 2
0
The following corrollary will imply Theorem 5.
COROLLARY 2. We have that
_ (SN +n((A)* /8m—1) 1 151
v 7t = a a
A(q ) q(m—2)‘A [Om—1]=n(A*/6m—1) HsEBA(l — ¢%® (8) glax (5)-‘1-1) ( )
PRrROOF. From Lemma 8 and (148), we obtain that
_ (SN +n((A)® /8m)—|(A))*|+(m—1) 1
Ua(g,t) = (152)

q(m=D)IA /S| =n(A®/Sm)—|A%[+(m—1)? [Loena(l — qa® (8)lax(s)+1)
We therefore only need to show that the ¢ and ¢ powers are such as in (151). Using
AlS4) = () =A%) = n(A%) = o) + ) = (") = e = ()

the t power is seen to be the correct one with the help of the relations n(d,,) — n(dm-1) =
(m2—l) and (%) + (m2_1) = (m —1)2. In order to prove that the ¢ power is such as in (151),
it suffices to show that

—(m = D)0m| + (m = 2)[6m—1] + n(dm) = n(6n-1) = —(m — 1)

which can straightforwardly be checked using |6, | = (%5) and n(0m) — n(6m-1) = ("5 1).

O
We now prove the claim made in Remark 1 that {5 and n((A’ )%/ 5m) are equal.
LEMMA 10. Let A = (A%; A®) be a superpartition of degree m. We have
= n((A/)“) —n(0m) = n((A')“/ém) (153)

PROOF. For simplicity, we let Q = A’. We thus have to prove that
CQ/ = TL(Qa) — n(ém) (154)

We will proceed by induction on the number of rows of ). Let Q) be superpartition whose
diagram is that of () without its first row. If the first row of the diagram of {2 does not
contain a circle, then

(o = Cor = () — n(0m) = n(Q%) — n(6m)
and (154) holds by induction. Otherwise, we have

CQ,_CQ,:(Qg_(m—l))—|—(Q§—(m—2))—|—---+(9%)=|Qa|_Q(f_<m2_1>

Hence Cor — (g = n(Q2/6m) — n(Q%/8,,—1) since n(8y) — n(dpm_1) = (m2—1) and, as we have
seen in the proof of Theorem 4,
n(Q%) - n(Q7) = 0°| - Of

53



Supposing by induction that (g, = n(Q%/6,m_1), we thus have that (154) holds againg in
that case. O

We can now give a combinatorial formula for the norm of a Macdonald polynomial in
superspace. The formula follows from Theorem 4 and Lemma 4.

PROPOSITION 7. For any superpartition A, we have

1— aA*(s)—i-ltlA@(s)
2 _ _|A? q
IPAl® = g SQA — e (155)
Proor. By Lemma 4, we get that
1 O (ulgt) ™5 q,t) m 304, )
P2 = — (AT ) [A| ZA Yy |A\+(2)q|A\ AV,
1= g = Y g (0561 )
(156)
since || Py||? does not depend on u. Therefore, by Theorem 4, we have
(m=D)|(A)* /bm|+2n((A")* /0m ) +n(SA)
2 (L)l (3) gl
[1PAll" = (=1) (M= DIA [ [ =20 (A% [5,m)—n(SAT)
(157)

1 _ qu* (S)+1tlA® (S)

ng qoax (s +1tlAO s) 1_qu®(s)tlA*(5)+1

given that ay(i,j) = [\(j,7) for any cell (i,7) in a partition \. The number of cells in
BA is equal to |A| — (ZL), which means that the signs cancel out as wanted. It is also
straightforward to show that

(m — 1)[0m| — 2n(0p) — n(dms1) =0
using |6, | = () and

To obtain (155), we thus only have left to prove that

3 (an-(s) + 1) = n(A®) + 2n(A%) — (m — 1)|A%] + |A] - [A%) (158)
sEBA
and that
3 e (s) = n(A®%) + 2n((A)*) — (m — 1)|(A")°] (159)
sEBA

We will prove (159) and then deduce (158) from it. First, using > ., Ix(s) = n(X), we

obtain
D lne(s) =n(A%) = > lae(s (160)

sEBA sEFA

where FA are the cells of A that have a circle in both their row and their column, that is,
the cells in the diagram of A that are not in BA. In order to make sense of > -, Ire(s),
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it is convenient to add the quantity (s defined in Remark 1 to get
D he(s) + ¢ = [(m = DA + (m = 2)(A)5 + - + (V)i _1] = n(dm)

sEFA
= (m = D|(A)*| = n((A)*) = n(dm)

From Lemma 10, it is then immediate that > ) lpe(s) = (m —1)|(A)*| —2n((A")*). We
then see that (159) follows from (160).

Conjugating (159), we obtain that
D ape(s) =n(A®) + 2n(A") — (m — 1)|A%] (161)

Using > cgp @ae(S) = D epp Gax(s) + |AY] — (y), we can conclude that

D (an +1) =D ane(s) +[A] — [A

sEBA SEBA
which, from (161), implies (158). O
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CHAPTER 4

Extensions of the operators D) to superspace

Macdonald proved the Pieri rules for symmetric Macdonald polynomials (see Section
3.7) using a non-trivial symmetry property with respect to a specialization of the variables.
The operators D, defined in Section 3.2 play a fundamental role in the proof of this sym-
metry property. In [20], O. Blondeau-Fournier presented a version of the specialization in
superspace and conjectured the symmetry property in superspace (see Appendix B for the
definitions of the specialization in superspace and the conjecture for the symmetry property
in superspace). In this chapter, we present the superspace extension of the operators D',
which consists of two families of operators. Unfortunately, we have not been able to prove
that these operators are simultaneously diagonalizable with the Macdonald superpolyno-
mials as common eigenfunctions, which implied that we were also not able to prove the
symmetry property in superspace.

1. Operators D}, and 5;’\,

In this section, we present two kinds of operators D, and 5}’\, acting in R(NV), where
N is the number of variables and r € {1,...,N}. For i,5 € {1,2,..., N} we define
Aij _ t:l?i — l’j’
T; — JZj
By = zrizj(l—q)(1-1) |
(qzi — ) (i — )

) 21— q)(1—t ;

(qzi — aj)(2; — x;
Given I C {1,..., N}, for each (i, j) € I x I° we define the homomorphism o; ; defined by:
O’Z'JAM = Akl if j 75 l, O’Z'JA]C]‘ = Akz if 4 75 k, O'i,jAz’j = Bij and O'i,jBkl = Bkl lfj 75 l
It is clear that

(g, — Do)

and

Oij Okl =0kt 0ij  if j#L.
In a similar way, for each (i,7) € I x I, we define the homomorphism p; ; by:
PijAm = Aw if j#1, pijAry = A ifi#k, pijAij=Ciy and p;jCy = Cyif j#1
The operators DY and 5?7 are then defined as:
DN = Z H <1+Zai’j> Arty,
\I|=r |jel° iel
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and
By =¥ H(z) A,
[|=r |jeIc iel

where the sum is over all subsets I C {1,...,N} with [I| = r. The operator 77* (simply
denoted 7; in Appendix A) is such that:

T Ti = q%i,
v, 162
Ti {a;jaxj if £, (162)

while Tf acts as

0 {9" AT (163)
0; — 0, if j #1,
Moreover, 7§ = 737 -+ -7} for I = {i1,...,ix}, and similarly for 7l
Examples:
(1)
D} = (A12 + Bia)11 + (A21 + Ba1)7o.
(2)

D‘;’ = <A12A13 + 312A13 + A12B13 + 312313> T+ <A21A23 + 321A23 + A21323 + B21l§23> T2

+ <A31A32 + By1 Asg + A31 Bag + 331332> T3

(3
Dj = <A13A23 + BigAa + A121§23> TIT2 + <A21A31 + By Aso + A23l§31> T2T3
+ <A12A32 + Bia Az + A13B32> TIT3.
The operators l~)2, 551)’ and l~?§’ can be obtained by replacing Bi,j with (NJ'” and 77 with Tj”Tf
in the expressions above.

CONJECTURE 1. We have
DN (x,0)11(x,0,y, $;q,t) = DN (y, $)11(x,60,y, ¢; ¢, 1)
where I(x,8,y, ¢; q,t) is the reproducing Kernel.

The most important consequence of this conjecture would be that the operators Dﬁv and
Dév are simultaneously diagonalizable with the Macdonald superpolynomials as common
eigenfunctions.
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CHAPTER 5

Multisymmetric Macdonald polynomials

Este capitulo corresponde a uno de los articulos que obtuvimos como resultado de esta
tesis. Especificamente, se refiere a la extensién de los dobles polinomios de Macdonald
a finitos conjuntos de variables, tal extension son los que llamamos multi-polinomios de
Macdonald. Estos son definidos de la manera usual, o sea a partir de cierta triangularidad
y ortogonalidad definida para funciones en un nimero arbitrario de conjuntos de variables.
La existencia de aquellos polinomios se demuestra de manera directa, es decir construimos
un polinomio de manera explicita que satisface la triangularidad y ortogonalidad. Esta con-
struccién se hace a partir del producto de polinomios de Macdonald usuales, donde cada
uno es evaluado en una combinacion no trivial de sumas y productos de los conjuntos de
variables. Ademads se demuestra que los multi polinomios de Macdonald satisfacen algunas
propiedades combinatoriales como la norma y la evaluacién. Actualmente éste articulo se
encuentra sometido.

1. Introduction

Let n > 1 be a fixed integer. Our goal is to define Macdonald polynomials in the space

of multi-symmetric functions in the sets of variables (or alphabets) () = a:gl),xg), ...of
infinite cardinality for ¢ from 1 to n. To be more precise, let a multi-partition be an n-
tuple of partitions A = ()\(1), A2 ,)\(")). The space of multi-symmetric function is the
o(g, t)-vector space whose basis is given by the multi-monomial symmetric functions

m)\(a:(l), . ,a:(”)) =My (x(l))m/\(z) (x(z)) S My (n) (JZ(")) , (164)

where m () is the usual monomial symmetric function (see Section 2 for the basic concepts
in symmetric function theory). Observe that the fact that the cardinality of the alphabets is
infinite ensures that there are no relations among the multi-monomial symmetric functions.
The dominance ordering on multi-partitions is the following: pu < X iff

(Z ‘,u(i)‘) —i—ugk) +"'+:“§'k) = (Z ‘)\(i)‘) +)\§k) +"'+)\§»k) for all j and k.

i<k i<k
Moreover for each multi-partition A= ()\(1),)\(2), . ,)\(")) we associate the composition
X = (ADIX@ ] AM)]), while for each composition a € v, we let | = ay + -+ + oy

and n(o) =), (1 — 1)oy.

Before enunciating our main theorem, we need to define the multi-power sum symmetric
functions

p/\(:E(l)7 s ’x(n)) =DM (x(l))p)\(z) ($(1)7$(2)) TP (x(l)v s 7$(n)) )
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where again p)(x) are the usual power-sum symmetric functions. Observe how intertwined
the sets of variables are this time.

The multi-Macdonald polynomials have a triangularity /orthogonality characterization
reminiscent of that of the Macdonald polynomials.

THEOREM 6. There exists a unique basis {P/{q’t) (M, ..., 2™}y such that
1) P)Eq’t)(:p(l), 2™y = my (W, 2™) 4 lower terms (165)
2) (B B gin =0 i AFp, (166)

where the scalar product is given by

£(A(M) 1 A

D =n(X —q
(Pxs Pugtn = O pwon(@,t) = 0y g™ IR 4z H o
i=1 1 —1t%

(167)

with 2y = [1;>1 7™M mi(A\)! if mi(\) is the number of entries equal to i in the partition ).

In order to prove the theorem, we actually construct a basis that satisfies the two
properties stated in the theorem (the uniqueness follows immediately from the uniqueness
of the Gram-Schmidt process when implemented using any linear order compatible with
the dominance ordering on multi-partitions). This basis is obtained as a product of usual
Macdonald polynomials albeit at very special alphabets.

PROPOSITION 8. Using the plethystic notation (see Section 2), the multi-Macdonald
polynomials can be given explicitly as

n—1 n—1 n—2
P02y = P (A ] PG [Ae] - BT (A (168)

where the alphabets A; are defined recursively, starting from A© = X qg

1—q"'t)

A, = x(=0) a( 2y 1
+ 1= qit 1 ( 69)

for1<i<n-—1.

We point out that the case n = 2 was studied in [22], in which case the multi-Macdonald
polynomials were called double Macdonald polynomials.

Owing to the factorization (168), we can establish many properties of the multi-Macdonald
polynomials. We show that the invariance of the Macdonald polynomials when ¢, —
¢~ 1,t7! has a natural extension to the multi-Macdonald case (see Proposition 9). We ob-
tain a reproducing kernel for the scalar product (167), as well as explicit formulas for their
norm-squared and evaluation. Furthermore, we show that the ¢, --Kostka coefficients asso-
ciated to the multi-Macdonald polynomials are positive and correspond to ¢, t-analogs of
the dimensions of the irreducible representations of C,, ~ S, the wreath product of the
cyclic group C,, with the symmetric group. This suggests that multi-Macdonald polynomi-
als can be considered as wreath product Macdonald polynomials (another construction of
wreath product Macdonald polynomials is presented in [25]).
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2. Basic definitions

We first recall some definitions related to partitions [1]. A partition A = (A, Ag,...)
of degree |A| is a vector of non-negative integers such that A; > \;41 for i = 1,2,... and
such that ), A; = |A|. The length ¢()\) of A is the number of non-zero entries of . Each
partition A has an associated Ferrers’ diagram with ); lattice squares in the i*" row, from
the top to bottom. Any lattice square in the Ferrers diagram is called a cell (or simply a
square), where the cell (7, j) is in the ith row and jth column of the diagram. The conjugate
X of a partition ) is represented by the diagram obtained by reflecting A about the main
diagonal. Given a cell s = (7,7) in A, we let

ax(s) =X —7j, IN(s) =) —i a\(s)=j—1 and I(s)=i—1. (170)

The quantities ay(s) and @ (s) are respectively called the arm-length and the arm-colength
while [ (s) and [} (s) are respectively called the leg-length and the leg-colength.

The dominance ordering on partitions is defined such that

p<XA Mt mt <At A VR

Before defining the Macdonald polynomials, we need to introduce two bases of the ring

of symmetric functions. For x = x1, xs, ..., 2y, the monomial symmetric functions are such
that
my(x) = Zx'f‘l R Nl
(0%
where the sum is over all distinct permutations « of (A1,...,Ay) (if necessary, a string of

0’s is added at the end of \). In the following we shall always consider that NNV is infinite.
Using the i*" power-sum

pi(z) =24 +abh+ -
the power-sum basis is then simply defined as

o«
pa(x) = [[pr. (@)
=1

For our purposes, the ring of symmetric functions will be simply taken as the ring A, =
«[p1(x),pa(x),...] over any field «.

The Macdonald polynomials {P)(\q’t) ()} depend on two parameters ¢ and ¢ and form
the unique basis of the ring A, (in the remainder of the article, « will always be equal
to o(g,t)) such that

1) P;\q’t) () = my(z) + lower terms (171)
2) (PP =0 if A, (172)
where the scalar product is given on the power-sums by
o o
<<P>\7pu>>q,t = 6A,u2>\(q7 t) = 5>\,p2)\ 1:[1 ma (173)

with z) defined in Theorem 6. The existence of the Macdonald poplynomials is non-trivial
and follows from the construction of a difference operator D (the Macdonald operator)
whose eigenvectors are the Macdonald polynomials.
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It will prove very convenient for our purposes to use the language of A-rings (or plethysms).
The power-sum p; acts on the ring of rational formal power series in ¢, t, 1, 2, ... with co-
efficient in the field o as

Di Za Calla _ Za cau(ix
7 - ;o
Zﬁ dgug ZB dﬁ%
where c,,dg € o and where u,,v3 are monomials in ¢,¢, 21,2, .... Since the power-sums
form a basis of the ring of symmetric functions, this extends uniquely to an action of the ring

of symmetric functions on the ring of rational formal power series in q,t,x1,z2,.... In this
notation, a symmetric function f(z) is denoted f[X], where X = x1+x9+---. Similarly, let-

ting X () = :Egi) —l—:Egi) +-.- fori=1,...,n, the multi-symmetric functions my (z", ..., (")
and p)\(az(l), ... ,x(”)) will for instance be respectively denoted my [X(l),X(z), . ,X(”)] and
pA[X(l),X(l) +X@ x4 +X(n)],

3. Proof of Proposition 8

As previously mentioned, the case n = 2 was studied in [22]. The proof relied in this
case on the following lemma that will again prove crucial in this article.

LEMMA 11 ([22]). In the case n = 2, the scalar product (-, )qt2 is identical to the
scalar product (-,-)qt2 defined as

<p)\ [A17 AO] yPp [A17 AO] >q,t,2 = 5)\7#q|>\(1) ‘Z)\(l) (q7 qt)z)\@) (qt7 t) (174)

or, more explicitly, as

1—t 1-t
{proy | X + ?f — qt;X(z)} PA@) [X(z)] s P [X(l) - ?f_iqt;X(z)} Pu@ [Xm] Dotz

(1)
= 5,\,,4q|A 2y (g, gt) 2@ (gt, t) (175)

The lemma has the following analog in the multi-Macdonald case.
LEMMA 12. the scalar product ((-,-))q.tn is equal to the scalar product defined by
<p}\ [An—h An—27 AR 7A0] 7p[l, [An—la An—27 AR 7A0] >q,t,n

= 0w g "IN ) (0, 6T 2@ (6 TR - 2y (gt t) (176)

Proof: The lemma amounts to showing that ((-, )4+ is equal to the scalar product

<p)\ [ATL—17 An—27 s 7A0] yPu [ATL—17 ATL—27 s 7A0] >q,t,n

n

= q(n_l)lA‘_n(A) <p)\(1) [An—l] 9 pu(l) [An—1]>q7qn71t H <p)\(l) [An—z] 9 pu(l) [An—i]>qn7i+1t7qn7it
=2
(177)

where by abuse of notation we always consider that (p\[Z], p, [Z]>q . = Ouza(g, t) for any
alphabet Z (which in our case corresponds to Z = Ay,..., Ap_1).
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We will proceed by induction starting from the case n = 2 which is covered by Lemma 11.
For the general case n > 2, we decompose the scalar product (177) as

(PalAn-1, An—2, ..., Aol pu [An-1, An—2,..., Ao] ), . = (P [Ao] e [Ao] )y,

()., (n—1)
x g N (A1, Apay o Ad] L pp [An1, Anea, -, Al >q,qt7n_1

178)

where A = ()\(1), .. .,)\("_1)). Since the g-power is constant on multi-partitions X of the
same total degree, we can use induction to write

<p}\ [An—17 An—27 AR 7A0] 7p[l, [An—17 An—27 ce 7A0] >q,t,n = <p)\(”l) [AO] 7pu(") [AO] >qt,t
M) g A=) — —
X ql)\ ' A ' ‘«pj\ Y(1)7 e 7Y( 2)7 Z] 7p[l, |:Y(1)7 o 7Y( 2)7 Z] >>q,qt,n—1 (179)

where Y = XM ... 4 XD and Z = YD 4 ¢(1-) XM /(1 —qt) = Y"1 A;. By the
expression for the scalar product (167), the part that depends on the alphabets Ay = X (n)
and Z and on the partitions A(*=Y and A\(™ yields

(n—1) n n
¢ oy (2], 200 [2]) o DA [X( >] Dy [X( )] Ve
= (Pae— Y " ]pyen Y], s [V D ]p o [V N2 (180)

from Lemma 11 (observe that we used the fact that the g-power appearing in ((-,-))q.qt.n—1
does not depend on A(*~1) and A\(")). Hence

<p)\ [ATL—17 ATL—27 s 7A0] » Pu [An—17 ATL—27 s 7A0] >q,t,n

(n=DRI=2R) 2 1) 200y - -+ 2y 1) Zym) (¢ ) (181)

q
oa [Y O, YOy O] g [y @y ey @l (182)

which proves the lemma.
O

Proof of Proposition 8: We have to show that the expression given in (168) satisfies the
triangularity and the orthogonality in Theorem 6. The orthogonality is an immediate
consequence of Lemma 12 since the scalar product is a product of usual Macdonald scalar
products (173) at the right alphabets (the extra g-power does not affect the orthogonality
since it only depends on the degree of the components of the multi-partition).

We now consider the triangularity. Suppose by induction that the triangularity in the
monomial basis holds in the case when there are n—1 sets of alphabets (the base case n =1
is the usual Macdonald case), i.e.

PEY =3 mp(@®, 2™ (183)
A<X

where we use the tilde in X to emphasize that the multi-partition has n — 1 components
instead of n, and where, for simplicity, we use * to denote the expansion coefficients (instead
of for instance the more cumbersome c; ﬁ(q, t)).
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n n—1
For the case with n alphabets, we need to analyse the extra factor plarta™ [Ap—_1].

(D)
It is triangular, from (171), in the monomial basis
'n,t7 nflt
PO A, )= Y ey [An]
V(l)g)\(l)
We now have to expand m, ) [Ay—1] in the mﬂ(x(l), ... ,x(")) basis. Using the notation

(1,v) € X to denote p C A and v C A (the same notation will be used in the general case
with more than two components), we have

q-— qn—lt q-— qn—lt
ml,u) X(l) + WATL_2:| = Z mp(l) [Xl]m«{ [mAn—Z
1 (D ) =l D] £ (o) S
= > xm 0 [X N mg [Ap 2]
|(P(1)70')‘:|V(1)‘ :p(l)gy(l)
where |(u, V)| = |p| + |v]. Repeating this argument again and again, we obtain
m,a [An—1] = Z mp(x(l), oz

lp|=[v )] : pCr D)

where, as before, p = (p™V), ..., p»=1). Hence, we have
P)Eq’t) (M, ... 2y = Z Z Z xmp(z . 2™) mﬁ(:n(z), Lz

V(l)g)\(l) ﬁSS\ |p|:‘y(1)| ;ﬁgy(l)
It is known that

my[X]my [X] = myp [X] + Z * Mg [X],

o<pu+tv

where p+ v = (ug + 11, o + 12, ... ). Therefore

PO, ey = Y 3 Yo wme(aW, 2

V(l)g)\(l) ﬁSS\ ‘p‘:ly(l)‘ ﬁgy(l) &jﬁ-‘,—l‘l’g(l):p(l)
where & < p + fi stands for @ < p® 4 42 o) < p) 400,

We will now see that the conditions on the summation indices in the previous equation
imply that & < A. From o = pM), p() C pM) and v < A, we first deduce that

k k k k

Sl =3 <Y <3N (184)

i=1 i=1 i=1 i=1
We then let 2 < ¢ < n and use o) = p1) as well as & < p + fi to obtain

k
oW+ 4 D] 4 ZUZ@

i=1

< oD+ (1@ + @) 4+ (1] + D)) + Zk: (o7 + 1)

=1
(185)
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Then, using |p| = [vV| followed by i < X and [vM| = [AD)|, we get that

k k
oM+ 4 oD +ZU§£) < O]+ [p@ 4 ) +Z/‘§£)
=1 i=1

k
= P e Ll F o) PV (186)
=1
which proves the triangularity.

4. Properties of multi-Macdonald polynomials

We now establish the properties of the Macdonald polynomials that extend to the multi-
Macdonald case.

1

4.1. Sending ¢ — ¢! and t — t~!. The Macdonald polynomials safisfy the following

property [1]
“het it
P ) (@) = P (), (187)
The generalization of that property to the multi-Macdonald case is the following.

PRrROPOSITION 9. Using the plethystic notation, the multi-Macdonald polynomials are
such such that

PA(qfl,rl) XMW, x@ L x ] = =D plat)gn=t y (1) gn=2x(2)  x ()]

If f is a multi-symmetric function, we define the homomorphism ¢ as
(p(f[X(l)7 A 7X(Z)7 A 7X(n))] = f[qn_lX(1)7 A 7qn_ZX(Z)7 R 7X(n)]'
In order to prove the proposition, we first prove the following lemma:;:

LEMMA 13. The alphabets A; := A;(q,t) defined recursively in (169) are such that
p(Ailg.t) = d'Ai(g™ "t 7). (188)

Proof: We proceed induction. The result holds trivially in the base case Ag given that
Ay = X Supposing that
o(Ai(g,t)) = q'As(q~ ' t71)

we then get

i n—(i q(L—q't) ., 1,
o(Asi(g.) = g1 X ””Wﬁ-q&(q ey
—1 —ig—1
i n—(i g (I—q't 1 ; o
:q+1<X( (i+1) 4 1(—q—i—1t—1) Ai(qh 1)> — ¢ A (gL Y

which proves the lemma.
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Proof of Proposition 9: Using (187), the explicit form (168) of the multi-Macdonald poly-
nomial and the previous lemma, we have

]g)gtzflﬂrl)[X(l)’X(2)7 o 7X(n)]
n—1 n—1 n—2
— plaa" 't [An_l(q—l’t—l)] pla"~tta" ) [An_z(q—l’t—l)] ... platt) [Ao(q—l’t—l)]

A A(2) A0
n—1 n—1 n—2
=P [ e(An-)] PG [P e(Anmn)] - P [p(Ao)

Using the homogeneity of the Macdonald polynomials (which implies that P;\q’t) [¢*X] =
q“wP)(\q’t) [X]) and the fact that ¢ is a homomorphism, we then get

p/{q*lvt*l)[X(l)jX@)’ o ,X(”)] - qn(x)—(n—l)lxlcp(piq’t) [X(l),X(2), o 7X(n)])

This proves the proposition.

O
4.2. Norm. As we will see, the explicit form (168) of a multi-Macdonald polynomial
leads to an explicit expression for its norm-squared HP)Eq’t) 124 = ((P}Sq’t), P)Eq’t)>>q,t7n. First,
recall that Macdonald polynomials are such that [1]
(P g = ba(a.1) (189)
where

1— qa(s)tl(s)-l-l
bA(Qvt) = H 1— qa(s)-i-ltl(s) ’

SEA
with a(s) = ax(s) and I(s) = [x(s) such as defined in Section 2.

Using (168), the explicit formula for the norm-squared of the Macdonald polynomials
implies from Lemma 12 a similar expression for the norm-squared of the multi-Macdonald
polynomials.

COROLLARY 3. The Multi-Macdonald polynomial P)Sq’t) (a:(l), ... ,x(")) s such that:

7t — Al—n(\ — — — — — —
Hpiq )H2,t,n=q(" DIA=nOG 0y (0,6 71) 7 oy (6", " 2) 7 by (gt 1) 7

4.3. Kernel. The Macdonald polynomial scalar product has the following reproducing
kernel ( )
12Y;55 q) oo

K(z,y;q,t) = -— 190
( ) g (iYj3 @)oo (190)
where x (resp. y) stands for x1, z9, z3, ... (resp. y1,¥y2,¥s,...) and where

o

(a:9)o0 = [J(1 - g'a)

i=0

Being a reproducing kernel, K (z,y;q,t) is such that

1
K(z,y;q,1) = EA: mm(w)m(y) (191)

We now extend this result to the multi-Macdonald case. For each k € {1,...,n}, let
z®) (resp. y*)) be the union of the alphabets (), 23 ... z®) (resp. y1) y@ .. y*));
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to simplify the notation, when k = n we write z (resp. y) instead of 2™ (resp. y™). Even
though, the alphabets (1), 22 ... 2(*) are infinite, the alphabet 2*) is countably infinite
and we will suppose that its elements are ordered as mgk),mgk), ... (the order is irrelevant).

Now, let

tTY5; Q) oo 1
K(x,y:q,t) = H(wy] HH ) ), ()

T
i, Z7yj7 k 14, 1—q :L‘ y]

ProprosITION 10. We have that

K(@yq.t) =) (1

pale®, L aMp D,y ™)
~ a(a:1)

where z)(q,t) was defined in (167). As such, K(z,y;q,t) is a reproducing kernel for the
scalar product (167), which implies in particular

1 n ) n
K(z,y;q,t) = pr(qt)(gj(l),...,x( ))P/{qt)(y(l),,..,y( ) (192)

q,t,n

where || Py (a:0) is given explicitly in Corollary 3.

Hqtn

Proof: Recall that the Cauchy identity is such that [1]
1 1
= > _ —pa(@)pa(y)
1;[ 1 — 2y, z/\: Z)
By homogeneity, the Cauchy identity is easily seen to be such that

1 1
— Al
= UTPAT)PAY
[, = X5 nm

The proposition then follows from (191) since

(D) _ _
K@yq.t) = | Y 2\ (@) ' prm (@)pro0 @) >z M pyen @)y )
() A(n—=1)

ZZAu)q =D |p)\(1)(x(1))p>\(1)(y(1))
(D)

= Z Z)\((L t)_lp)\(x(l)v s 7x(n))p)\(y(1)7 s ’y(n))
A

4.4. Specializations. We now describe the various specializations of the multi-Macdonald
polynomials presented in the figure below.
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t—0 a—1 t— o0

sx(zM, ... ) sia‘:k(x(l), cnz™y s (@M, M)

t—0 t— o0

8)\(1,‘(1), ... ,x(");t)

Multi-Jack polynomials: The Multi-Jack polynomias are simply products of usual Jack
polynomials P)(\a) by taking the limit ¢ = t*, t — 1 in (168). To be more explicit, we let
the alphabets B; be defined recursively as

i—1)+1

B, = x(n-i 4 A B
‘ i O

(starting from By = X(™). We then get

PO W, 2™y = P IB, P2 B, a] - P [Bo]

A A2
where, for K =0,...,n — 1, we have
o
—— ifk=n-1
an—1)+1 "
ap =
k+1)+1
alk+1)+1 otherwise
ak+1

Multi-Hall Littlewood polynomials: It is known [1] that Pﬁo’o)(x) = sa(x) is a Schur

function and that P;\O’t) (x) = P\(x;t) is a Hall-Littlewood polynomial. Now, when letting
g =0 in (169), the recursion trivializes and we get A; = X (n=1) " Hence, we get from (168)
that

Pr(zW . 2Mt) = 5,0y (@M)sy 0 (@) - - sy ey (2D Py (2;51),

When ¢ — o0, it is straightforward to obtain that the alphabets A; in (169) become
Ci=lim A, ;= XO 4 x4 .4 xO0=D L (1 —1/5)x™

q— 00
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fori=1,...,n — 1, while Ay remains equal to X (). Hence, we have
P)‘(x(l), .. ,x("); 1/t) =s\[C1] $x@[C2] - -+ $xtn-1) [Cn=1] Px(m) (a:("); 1/t)

since P;\oo’t) (x) = P\(z;1/1).

Multi-Schur functions: ~ When setting ¢ = ¢, the dependency over ¢t does not disap-
pear (contrary to the Macdonald case) and we obtain a family of multi-Schur functions
sx(x®, ..., z(™:¢t) depending on t.

Setting ¢ =t in (169), the recursion becomes

t1 - t)

oy HEZ )
A= X070 Sy

Azl

which implies that

X =k (193)
k=0
in this case. Letting D; = A; as above, we have from (168) that

n n yn—1
sa@W,...,a™:t) = PY D, 1P D, o) PUD D] (194)

We stress that the specializations of the Macdonald polynomials appearing in the previous
product have not, to the best of our knowledge, been studied and do not appear to have
any special properties.

We now describe in more details the specializations ¢t = 1, t = 0 and ¢t = oo of the
multi-Schur functions. Taking the limit ¢ — 1 in (193), and setting

k:+1 k)
E n
224—1

we obtain from (194) that

acl 1/n n/n—1 3/2 2
2k (W, 2™) = P B, | PV [Enss] - PO B P, (o)

Note that this is a product of Jack polynomials at special values of «.

Taking the limit ¢ — 0 in (193) and (194), we get
sx(zW, ...z = ENG (:E(l))S)\(z) (). .. Sy(n) (™) (195)

These multi-Schur functions will be used later in Subsection 4.6 when studying the multi
q,t-Kostka coefficients.

Finally, taking the limit ¢ — oo in (193) and (194), we obtain
Sx(zW 2™y = s, [ XD 4+ XO)s o) [ X 4o X s, ) [X )]

4.5. Evaluation. Recall [1] that the evaluation of a symmetric polynomials is a ho-

momorphism defined on the power-sum symmetric function p, as
1—u"
E = —
u,t (pr) 1—¢r
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where v is an indeterminate. In the plethystic notation, it simply corresponds to p, acting
on the alphabet (1 —u)/(1 —t):
I—u|l 1—u"
PriT=e| "1

It is known that the evaluation of a Macdonald polynomial is given by

— l’(s)_ [l,(S)
@o [Lzu] _pp ot
b [1—t] =Ly = et (196)

For multi-symmetric polynomials, we define the evaluation by
E’u.,q,t(m)\ (33(1), .. ,x(”))) = m)\[él’(l), o 7/1}(“)]

where, for the indeterminates u,...,u,, we have

. . 1— U;
X(Z) — qn Zul cee U <m>

and where it is understood that

O] = gy g (LU (197)
DPr =4 1 i—1 1— q(n—i)rtr
PROPOSITION 11. The evaluation of the multi-Macdonald polynomial P)Sq’t) s given by
- A®|
Bunge(PL40) [H cui ) ] Wy (V1 ¢, ¢ ) wy@ (V254" gV T) - Wy (Un: gt t)
i=1
where v; = u; -+ uy fori € {1,...,n}.

Proof: From (196) and (197), we have

1—u;--up

(Q7qn7it) —1 .
P)\ |:qn Zul U1 11— qn—lt

» A i
} = (¢" Zul"‘ui—l)‘ Iw/\(ui"'un;qun 't)

From (196) and (168), the proposition is then an immediate consequence of the lemma that
follows.

d
LEMMA 14. The linear map p : XO s xO 4 =1,... n, has the following action on
the AW s defined in (169):
. 1 — U ine e
p(A:) = qur - Ui 2T Un—ittUn (198)

1—q%
fori=0,...,n—1.
Proof: We use induction on i. The base case Ay = X holds since

1—u,
1—t¢

p(Ag) = XM =y -y,
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which coincides with the ¢ = 0 case of (198). Now, supposing that (198) holds, we have
q(l—q't) .
(1-— q“’lt)p( i)

; 1 — Up—i (1—q't) , 1 —Up—i---u
i+1 n—i—1 q q i n—i n

= UL ** Up—i— - + - UL Up—je] ——————————
q 1 n—1u 2( 1—q’+1t> (1_ql+1t)q 1 n—i—1 1—q’t
i+1 Uy -+ Up—i—2

= (U i) i (1= i)

p(Aipr) = x4

which proves the lemma by induction.

O

4.6. Multi-Kostka coefficients. The integral form of the Macdonald polynomial is
defined as

T (@) = ex(q, )P () (199)
where
(g, t) = [J(1 = ¢*@eH (200)
SEA

with again a(s) = a)(s) and I(s) = Ix(s) such as defined in Section 2. We will also need to
introduce the modified Macdonald polynomials

X
H () = 3 [1 = t] 200

whose expansion in terms of Schur functions gives the ¢, t-Kostka polynomials

H{ (2) = 3" K (g, ) su (@) (202)
w

It is known [23, 24] that K,x(q,t) € n[q,t].
Defining the integral form of the Multi-Macdonald polynomials as
T @ 2™ = ey (4,6 e (@ q2) - exon (gt )P, L 25 g, 1)
we then let the modified multi-Macdonald polynomials be such that
Hﬁq’t) (W, ... ™) = ¢(J§q’t) (M, ... ,x("))) (203)

where ¢, which generalizes the plethystic substitution found in (201), has the following
action on the alphabets:
X0 4.4 x()

1—t

XD xO =1, n—1, XW 4 x™)

LEMMA 15. We have
gt (XM 4 XDy g Xy g X (i) g gl ()
= 1—qit
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Proof: We proceed by induction starting from the case Ay. We have
B(Ag) = p(X M) = ¢(X(1) +o b X (x4 +X(n—1)))
_ X0 +1“_‘t+X(") _ (XM 4y x (-
t(X(l) S X(”—l)) + x(n)
1—t¢
which shows that the lemma holds in that case. Then, assuming that (204) holds, we obtain
gt (X(l) S X(”—i—l)) + qX(”—i) 4 q2X("—i+1) NI qi+1X(")
1— qi+1t

gt (X(l) R X("—i—Q)) + X(—i=1) g x (i) 4L gitl X ()

1— qi—l—lt

P(Aip1) = X770 4

— X(n—i—l) +

which proves the lemma by induction.

The following proposition is then immediate from (201), (203) and (168).
PROPOSITION 12. Letting

Z; = qit ( XM 4 X(n—z’—l)) XD g x (=it i x ()

we have

n—1 n—1 n—2
B (@, = B0 2, G0 Z, ) H O [ 2]

We now define the multi ¢, t-Kostka coefficients K,x(q,t) as
Hﬁq’t) (M, 2™y = Z Kux(q,1) s,l(x(l), Lz (205)
m

where the Schur function s, (z(V, ..., 2(™) = 8,0 (zM). .. 8 ,(m) (™) was defined in (195).
As in the proof of Proposition 12 in [22], the positivity of the usual q,t-Kostka coefficients
together with the Littlewood-Richardson rule implies that the multi ¢, t-Kostka coefficients
are positive.

COROLLARY 4. The multi q,t-Kostka coefficients are polynomials in q and t with non-
negative integer coefficients, that is, K,x(q,t) € nlq,t] for every p and X.

Owing to H)(\l’l)(:n) = (pl(:n))l)\‘, we have from Proposition 12 that

Mg A
H/(\l’l)(m(l)7---7$(n)) — (pl[X(l)-i-' . .+X(n)])‘)‘ R A (pl[X(l)]+~ . .+p1[X(n)])

Hence [1],

[A) [ A ()

HM @, ) = 3 a2
n

where x¥, is the character of C,, ~ Sy (with d the total degree |u™| + -+ + [u(™] of the
multipartition p) indexed by the irreducible representation pu evaluated at the conjugacy
class of the identity. From (205), it has the following consequence.
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COROLLARY 5. We have that K,x(1,1) = x4y, that is, K,x(1,1) is the dimension of the
irreducible representation of Cp, ~ Sy indexed by the multi-partition p of total degree d.
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APPENDIX A

The non-symmetric Macdonald polynomials

The Macdonald polynomials defined in the section 3 can be obtained directly in terms of
the so called non-symmetric Macdonald polynomials by a suitable symmetrization process,
the results of this chapter can be find in [4].

The non-symmetric Macdonad polynomials are defined in terms of an eigenvalue prob-
lem formulated in terms of Cherednik operators. The Cherednik operators are constructed
from the Demazure-Lustig operators T; defined as

t P .
E :t+M(Ki7i+l _1)7 = 17"'7N_17 (206)
Ti — Ti41
and ;
qirN — 1 1
To=t+ ———(KiyTiT7y — 1), 207
0 qu_xl( LNT1TN ) (207)

where K; ; exchanges the variables x; and x;. Note that for ¢ = 1, T; reduces to K; ;1.
The T;’s satisfy the affine Hecke algebra relations (0 <i < N —1):

(T: = t)(Ti+1) =0
LT Ty = Ty 1T
LT, =TT, i—j#%l mod N (208)

where the indices are taken modulo N. To define the Cherednik operators, we also need to
introduce the g-shift operators

CER SO (209)
xj—xy if j #1,
and the operator wY) defined as:
w=Ky N K271 (210)
We note that w1; = T;_qw for ¢ = 2,...,N — 1. The operators T; act in the monomial
z¢ab, | as follows

(1—t)xi™ 1 fill +--- (1= t)aci-’Jrl ?Hl + b iTi, a>b

Tixdal,, = todal, |, a=1b
(t — Dzjaxl ) + -+ (¢ — Da? 2l +tabad, a<b.
Moreover, by the quadratic relation in 208 we observe
T4+ T, —tT; =t
tG(T + (1—1) = 1,
SO

=t +t7 -1
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The Cherednik operators are defined by
Y =t"HT T, 0™ T 1< <o (211)
A composition 7 is (n1,...,n) is an element of leo- The Bruhat order in composition
is defined as follows:
v=n iff vt<n® o vT=n" and w,<w,, (212)

where 1T is the partition associated to n and wy, is the unique permutation of minimal
length such that n = w,n™ (w, permutes the entries of ™). In the Bruhat order on the
symmetric group, w,<w, iff w, can be obtained as a proper subword of w,.

DEFINITION 3. The non-symmetric Macdonald polynomials E, (labeled by compositions)
are defined as the unique polynomial with rational coefficients in q and t satisfying

Ey(w;q,t) ="+ ) bpa” (213)
v=n
and for all1 <i< N
YiEy(z;q,t) =NiEy(z;¢,t) 1<i<n (214)
where
= qmt—ﬁ(i)

with 1, (i) = #{k <ilne > mi} + #{k > ilm > ni}.

We have two properties about the non-symmetric Macdonald polynomials. The first
one expresses the stability of the polynomials FE, with respect to the number of variables

(see e.g. [4, eq. (3.2)]):

. E,F(azl,...,xN_l) if ny =0,
Eﬁ(xlw"v:EN—lvO)_{ 0 if T]N?éo (215)
where n— = (n1,...,7n—1). The second one gives the action of the operators T; on E, (see
e.g. [5, eq. (8)] and [6]):
(%) Ey + 1By, if i <miv1,
M
,TiEn = tEn if N = Ni+1 (216)

- 1—t6;,,)(1—t1g; .
<1i5ll> Ey+ ( (Tz(éi,n)? m)Esm if i > niv1,

1,1
where &, = 7;/Tit1 and s;1m = (D1, -« i1 Mit 1, Mir Mit25 - - - s 1IN )-

The t-symmetrization and t-antisymmetrization operators of variables z1,...,xx [7]
are defined by:

Uy=> T, and Uy= Y ()1, (217)
g€SN o€SN
where
T(7 = Ti1 tee Ti( if o= Sip c o Sipe (218)
The t-symmetrization and t-antisymmetrization operators obey the relations
TUN =UNT; =tUy; and T,Uy =UNT; = —Uy (219)
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Note that for any polynomial f in the variables z1,...,zy, we have KZ-,Z-HU;{,f = Uﬁf,
but K (1\Uyf # —Uy f since [4, eq.(2.26)]

N) A?

Uy f= =GN 4y 7, (220)
AN
where
Av= > (-)"K,, A= T[] Gwi-z), Ayv=A}. (221)
oy 1<i<j<N

Note that Ay is the usual antisymmetrization operator. Below, we will designate by S,,, and
Sme the group of permutations of the variables x1,..., %, and T;11,..., 2N respectively.
For instance, U, and U, are defined as in (217) but with Sy replaced by S,, and Sy,e
respectively. Similarly, we will frequently use the notation Af which is defined as in (221)
but with N replaced by m.

The operator Uy, conmutes with SN Vi, it follows from (213) and (214) that there
exists a unique symmetric polynomial Py where ) is a partition which satisfy

N N -
[T +uY)Paasq,t) = TJ(1 + ¢t DO Py (a50,1),
=1 i=1

Py(iq,t) = ma(z) + Y wrmp(x);

p<A
in fact, such Py(z; ¢, t) are the Macdonald polynomials defined in the first chapter. Moreover
we have that the symmetric and the nonsymmetric Macdonald polynomials are related in
the following way

1
Py (w39, t) = ———=Ux Ey(z; 9, 1),

¥ (g,t)

for some scalar ;7 (g t).

1. Interpolation Macdonald polynomials

The non-symmetric Macdonald polynomials given in Chapter A have a non-homogeneous
analog called the interpolation Macdonald polynomials [19]. We extend to the Macdonald
case a certain result of [17] pertaining to Pieri-type rules for non-symmetric Jack polyno-
mials; this result will be used in the proofs of the Proposition 3 and 4 below in the Section
2.

The interpolation Macdonald polynomial E,’;(ac, q,t) is defined as the unique polynomial
of degree < |n| whose coefficient in 2" is equal to 1 and such that

En(m;0,t) #0  and  Ej(fi;9,t) =0 for |u| < |nf and p# 7

where i = (fi1,. .., fin), with fi; the eigenvalue defined in (214). The non-symmetric Mac-
donald polynomials can be obtained by taking the highest degree term in an interpolation
Macdonald polynomial, that is,

Ep(w;q,t) = Ep(z;q 7 + Y byuBuwig 't (222)
| <Im]
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The interpolation Macdonald polynomials satisfy an extra vanishing condition that will
prove crucial. Let < be the partial order on compositions such that v < 7 if there exists a
permutation 7 such that v; < n.(; for i < (i) and v; <y for @ > m(i). Then

Ey(f;q,t) =0 if nAp

This extra vanishing condition implies that any analytic function f(x) vanishing on {i :
1 4 1} can be written in the form

f($) = Z CW’«(Qvt)E;(x;q’t)‘

=
We are interested in the case f(z) = x;, -+~ x;, E}(z;¢,t) where i1,...,i, are distinct ele-
ments of {1,..., N}. Since it vanishes on {f : n 4 ,u} we can write
Tiy - i, By (259, Z c(“’ g, 1) By (259, t).
HEn<p

From (222), we can take the leading homogeneous term on both sides to get
iy rg By ) = Y (g ) Buan gt (223)
pn= | pl=Inl+p
which is equivalent to
iy By(rigt) = > et (gL ) By(aig,1) (224)
= pl=Inl+p

We can obtain a better upper bound on the summation index p using the orthogonality
of the non-symmetric Macdonald polynomials. Let C.T.(f) denote the constant term of

the Laurent series of f in the variables x1,...,xn. Define the following scalar product on
o(g,t)[z1,...,xN]:
(f, gt = CT{flz;q,t) gla™ 37 Y W(m;q,t)}, (225)
where
W(a;q,t) = H (mi/xj;Q)oo (qﬂfj/ﬂfi;Q)oo ' (226)

i (tri /255 Q)00 (qt25/7i; @)oo
Note that this scalar product is sesquilinear, that is, for ¢ = ¢(q,t) € o(q,t), we have

<Cf,g>q,t = C<f,g>q,t and <f7c.g>q,t = E(fv g>q,t7 (227)

where ¢ = ¢(1/¢,1/t). It is known [1, 7] that the non-symmetric Macdonald polynomials
E,(x;q,t) form an orthogonal set with respect to (,)q:. From this orthogonality and the
sesquilinearity of the scalar product, we have
(Eu, Ly« ':UipET]>Q7t

<E/w Eu>q,t

cggvvzp) (Q7 t) —

Since (wx f, 7k g)qt = (f,9)qe for all k and z1---2NE,; = E, . ~, where n + 1V is the
composition (n; +1,...,ny + 1), we get

i) (1 oty 20 By B Bdar _ G gy e B o
" ’ (Euv Eu>q,t oY ’ <Eu’ Eu>q,t ’
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where {j1,...,jn—p} is the complement of {i1,...,4,} in {1,..., N}. But using (224) we

have that c(h’H’%V p)(q_l,t‘l) =0 for u £ n+ 1. Hence

cszlﬁ o )(q_l,t_l) =0 for pAn+1V.
Therefore we can make in (224) the additional restriction p < 1+ (1V) to obtain
ziy o By t) = Y e (g T Eu(as g t), (228)
HEIN P

where

onp ={pn < p <+ 1V, |y = |n| +p}.

This result is the extension to the Macdonald case of a result of [17] (see also [5] where
the Macdonald case was considered for e,.(z) instead of for x;, ---x;,). Given (iy,...,4p,),
a more explicit description of the set sy, is derived in [17] which can be interpreted as all
the rearrangements of the rows of the new diagram such that the rows with a cell added
can only move downwards or stay stationary, while the remaining rows can only move
upwards or stay stationary. This interpretation will play a fundamental role in the proofs
of Propositions 3 and 4.

Example. Consider the composition = (5,2,0,1) and its Ferrer diagram

] )

(111
Suppose p = 2 and i1 = 2,42 = 3, then the set sy, consists by the diagrams

2. Proofs of proposition 3 and 4 in Chapter 3, Section 2.1

The proofs will mainly follow the steps of the corresponding proofs in the Jack polyno-
mial in superspace case [16].

Proof of Proposition 3: Using the notation of Chapter A, we let
Ogym = > Kby - OmAnUrt.. (229)
o€SN/(Sm X Sme)
Using (220) with N replaced by m, we get
(m) A
Al

which immediately implies from (219) that OgymT; = t Osy if i = m+1,..., N — 1 and
OsymTi = —Ogym if i =1,...,m — 1. Hence, (216) gives

Pp o< Ogym By,

Anf =t 22y
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whenever the first m components of 7 are a rearrangement of A1, ..., A, and the last N —m
components of 7 are a rearrangement of A, 41, ..., Ay (the symbol ox means that the result
holds up to a constant). We can now prove that

erPA = gi1nPa
Q
where gg\z’ln # 0 only if /A is a vertical n-strip, i.e. only if Q*/A* and Q% /A® are vertical
n-strips. First, we observe that

erPr o< €, 0sym Bz = Ogymer By = Osym Z Tiy .. .w, B
11<...<tp

since e, is symmetric in 21, ..., zy. Given a composition 17 whose first m entries are distinct,
let Q,; = (Q7;€2;) be the superpartition such that Qf (resp. {2;7) is obtained by rearranging
the first m entries of n (resp. the last N —m entries of 7). Note that we will never consider
the case where the first m entries of 7 are not all distinct since in this case Oy £y = 0
given that A, K;;11 =0 and K; ;1 F, = E, if n; = 9,41 by (216). We thus need to show
that the n’s that appear in x;, - - - x; E5 are all such that €, /A is a vertical r-strip

We have that (228) says in particular that n is obtained by adding r boxes in distinct
rows of A. It is thus immediate that Qy/A* is a vertical r-strip. To see that /A% is
also a vertical r-strip, we use the interpretation of sy, given in the paragraph that follows
(228) which tells us that the rows with a cell added can only stay in their position or move
downwards in the corresponding diagrams. Since the rows of n are a rearrangement of those
of A plus a certain vertical r-strip, the only way Qn® /A® would not be a vertical r-strip is

if one of the last N —m rows of A gained a cell and then was rearranged into one of the
first m rows (thus gaining two cells when considered in Q®). But this is impossible from
the previous argument since the last N — m rows of A cannot move to one of the first m
rows if they gained a cell (since in this case they would have moved up in the diagram).

d
Proof of Proposition 4: We have to prove that
&Py = gn0amPo
Q
where gf\z (0:17) # 0 only if Q/A is a vertical n-strip, that is, only if Q*/A* is a vertical

n-strip and Q% /A® is a vertical (n + 1)-strip.
It was established in the proof of Lemma 4 in [18] that

6 Ouymlor--tmsn = (=1 A el DU,
where el ! is obtained by letting 41 = 0 in e,, and where f|,...9,,,, stands for the
coefficient of 01 - - - 0,,4.1 in f. We then use the well-known factorization
Ur:C = U(—:n+1)c (1 + Tint1 + Tnt1Tinye + Tn1 T2 Tints - + Tin1 T2 - - TN—l)

and the commutation of e£m+1) and U(J;n +1)e to deduce that

€rPAlgy 0,1 X Am+1€7(~m+l)U(fn+1)ch E; = Am+1UJn+1)c6$m+1)Lm Ex (230)
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where L, = 14+ Tpp1 + D1 Ting2 + T L2 Tong3 - + L1 Tipg2 - - - Tv—1. We thus
have that

&Py x Ot De(mt L, By (231)

sym r
where the superscript m—+1 in oﬁ;”nf U indicates that m is replaced by m+1 in (229). From

(216), we observe that L,,Ej is a sum of E,’s where v is obtained by rearranging the last
(m+1)

N — m rows of A. Now e E, is a sum of terms of the type
Ty -z, By (232)
where m + 1 ¢ {i1,...,i,} and where we recall that v is obtained by rearranging the last

N — m rows of A. Given a composition n whose first m + 1 entries are distinct, we let
Qn = (Q%,Q;‘;) be the superpartition such that sz (resp. in) is obtained by rearranging
the first m + 1 entries of 1 (resp. the last N — m — 1 entries of n). As in the proof of
Proposition 3, it is immediate from (228) that Q;;/A* is a vertical r-strip. To show that
Q%B /A® is a vertical (r + 1)-strip turns out however to be slightly more subtle than to show
the corresponding case (that Q' /A® is a vertical r-strip) in Proposition 3. Since v is simply
a rearrangement of the last N —m rows of A, we can consider for simplicity that v is equal
to A. Now e&mﬂ) does not add a cell in row (m+1) of A. By the interpretation of s N, given
in the paragraph that follows (228), row m + 1 can only stay stationary or move upwards
in the corresponding diagrams (which means that Apy1 will gain exactly one cell when
considered in Q@’) The rest of the proof is more or less exactly as in the proof that Q%B JA®
is a vertical r-strip in Proposition 3. Since the remaining rows of 7 are a rearrangement of
those of A plus a certain vertical r-strip, the only way Q%B /A® would not be vertical r-strip
is if one of the last N — m rows of A gained a cell and then was rearranged into one of the
first m+1 rows (thus gaining two cells when considered in Q%). But this is impossible since
the last N —m — 1 rows of A cannot move to one of the first m + 1 rows if they gained a
cell (since in this case they would have moved upwards in the diagram).

0
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APPENDIX B

Specialization and Symmetry in superspace

Let F(x;6) be a superpolynomial in R"/™). For each superpartion A of degree (n|m),
we define the evaluation

F) =

win) =[5 5

where A, (z) is the Vandermonde determinant in the first m variables and where v,-1(;y =
¢~ Mt~ for all i and a permutation ¢ in S, such that o(A) = A*.

891---89mF]

The smallest superpartition in dominance order is denoted by @ := (d,,; ), where §,, =
(m—1,m—2,...,1,0). We observe that

uy(F(x;0)) = &R, (F(2:0))
where &% _,, iy is the evaluation given in the previous chapter in (93). We define

_ Py

up(Pp)
where we stress that the explicit formula for ug(Py) was established in this thesis (see
Theorem 4 in Chapter 3).

CONJECTURE 2. (Symmetry property) Let A and Q be superpartitions of degree (n|m).
Then

up(Pa) = uq(Py).
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APPENDIX C

Ejemplos de Superpolinomios de Macdonald

A continuacién presentamos diversos ejemplos de Superpolinomios de Macdonald ex-
pandidos en la base de los supermonomiales y luego escritos en variables.

1. Ejemplos de Superpolinomios de Macdonald expandidos en

Supermonomiales.

La primera tabla corresponde a los Superpolinomios de Macdonald indexados por to-

das las superparticiones de (3|2) y la segunda corresponde a los indexados por todas las
superparticiones de (63).

Ak (3]2) I
(1,0;1,1) M(1,0;1,1)
(1,0;2) | m102) + Wm(l,&l,l)
(2,0;1) | meon + 2ql(1_7;tt)m(1,0;1,1) + qil__q?m(l,o;z)
(2,15, ) | m@a)+ %m(m;m) - ?itfq;)a(:tig m(1,0.2) qfl__q?m(zo;l)
(3,0; ) "'73(3,0); )+ ((Ji(i —(;t;J()l(l—_qZ; m(1,0:1,1) + qi(_ligz?m(l,oa) WTE—WW(Q,O;l)—F
e
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A (63) Pl
(2,1,0;1,1,1) M(2,1,0;1,1,1)
. (1 -0 +qt)
(2,1,0:2,1) | me00) + 77 - MeL01L
1—6)*(1+ qt)(1 + qt + ¢*t* 2
(2,1,0:3) | mzio 4 q gt + ¢*t%) (T =) (1 + gt + ¢*2
) @1,03) ( 11— q2)(1— ¢*8) m2,101,10) + [papeTE )m(zl,o;z,l)
: 3q(1—1) T—1¢
(3,1,0:1,1) 1m0 + thm(z,l,o;l,l,l) + qf — qt)m(2,1,0;2,1)
3.1.0:2) | m 00+ LU IT, (=D —gl+ 12
0BT A =gty (1— qe2) ALY (g (1—q) eue2nt
qi-n, 00
2 2 T -
(3.2.000) g + €D — g7+ 2t — 2)
, y4, U5 (1 _ qt)Q (27170§171,1) (1 + qt)(l — qt)2 m(271’0;271)—
cti-tHl-q - 2001 q(1—t)
(1 -+ qt)(l _ qt)z (2,1,0;3) 1 — qt m(371,0;1,1) + 1 qt m(3,170;2)
3 _ 1\3 3 2
3,2,1; At Ftl—°1—¢
( ;) ma21; )t 1 —qt)? mM(2,1,0;1,1,1) — a+ qt)gl — qt?’;m@’l’o?z’l)—i—
342
Pl -g(—¢*) )
(L 0L Ty 2109 T =y "o
¢t =11 —q) q(1—1)
(1+q0)(1— qt)zm(3,170;2) T gt "E20
2 2 -
4,1,0:1) | mgson + 3¢°(1-t)"(1+q) . L PO—HR—2¢t+q-1)
L (1—qt)(1—g2t) BLOLLL A—@n(i—q) etent
q (1—t)m(210.3) 2¢1-t)(L+q) q(1 —t)(1+q)
](1_ q2§ y 4y 1 _ qzt (37170§171) 1_—q2tm(3,170,2)+
ql =1 q(1—1)
1 — 2 e T T 5 e.200)
(4.2,0.) | mso + (1 —1)°(2¢°t +qt + g + 2 PO 070+ &%)
o (1 —qt)2(1 — ¢3t2) (21,01,1,1) + (1—qt)2(1 - q3t2)m(2,1,0;2,1)—
¢t —t)1 —q) . +q2(1—t)2(2q2t—|—qt—|—q—|—2)
(1-at)(1 —g*¢) (21,0:3) -1 —gr) eyt
C—t)*(1+¢%) IR Uk (U e gt + ¢*t — ¢*t* — ¢*t?)
(1 - qt)(l — q3t2) ( 7170y2) (1 _ qt)(l _ q3t2) m(37270;1)—|—
q l—t)m q(1+qt)(1 —t)
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2. Ejemplos de Superpolinomios de Macdonald en 3 variables.

N7 .
A = (A% A%) Py (1, 29, 233 01, 02, 03)
—14+)(1+1t
(2; 2, 1) T1ToIT3 <91w1(x2 + mg) + 92952(961 + xg) + 93%3(%1 + wg) + q( qt2 1(1 )(legxg + Oox123 + 93w1m2)>
(3,1;2) T1T223 9102353(35% — x%) + 9293%1(35% — w%) + 9193%2(35% — w%) + [(I(EE:B (9192x§(w1 — x9) + 9293%%(%2 —x3)+
91931‘%(1‘1 — xg)))
(3,0:2) | 010923 (a% — w3) + o022 (a3 — w3) + 010523 (23 — o) + L= (010223 (a3 — 23) + 020323(23 — 23) + O10323(a? — 23)) +
_ 2_ _
T1Tox3 ((qtt_ll)) (qufﬂf(t;t_l? (010223(1 — x2) + 2031 (22 — @3) + 010522 (21 — 73)) + 0102(2F — 23)+
9293(%% — 1‘%) + 9193(%% — 1‘%))
3 2 2 2
(3;3) 0135‘1)(36%+x§)+92w§(x:1)’+x§)—i—%m%(mi’—i—w%)—i—% (012323 + 00323 + 032323 + 2 (tztll;;)g:{)[](;;t)qu) —1) (01712323 (20 +23)+
12 2 ~1)(g2 _
0212023 (21 +23) +0373 2% (21 +:E2)]+q(t 1)(532;1_)?%(;%3(@“)x%w%m%(@l +05 +93)—|—q(t 1)83:;(1_Jﬁgégi_i))(qt+l)wlwgmg[ﬁlxl(:n%—l-
23) + Ogzo(23 + 23) + O323(23 + 23)] + %lengg[ﬁlw%(wg + 23) + 023 (1 + 23) + 0323 (21 + 22)]
2,0;2 91921‘%(1‘% — x%) + 9293%%(1‘% — x%) + 9193%%(%% — 1‘%) + ;t_—_llxlxgwg[elﬂg(wl — xg) + 9293(1‘2 — xg) + 9193(1‘1 — xg)]
2(¢_

4,1;1 T1ToIT3 (9192(35213 — w%) + 9293(%% — xg) + 9193(%? — xg) + E]q(i—ig [Hlegwg(wl — x9) + 9293%%(%2 —x3) + 9193%%(%1 — wg)] +
%[9192%3(1‘% — x%) + 9293%1(%% — 1’%) + 91931‘2(%% — x%)] + %[9192%1%2(%1 — 1’2) + 92931‘2%3(1‘2 — (£3)+
91931’11’3(1’1 — 1’3)])

(2;3,1) T129%3 (91:131(:1:% + 22) + Ogz9(22 + 22) + O323(22 + 23) + %[911’21’3(1’2 + x3) + Oox1x3(x1 + x3) + O3x122(21 + 22)] +
%ﬁﬂ«%x%(@l + 6> + 93))
(3,0;3) 010223 (23 — 3) + 010525 (23 — 23) + 020523 (23 — 23) + [;gt__ll)xlxgwg (010222 (v1 — x9) + 020323 (v9 — x3) + 010523 (v1 — 23)] +

%331332333[919%3(33% — a3) + Oob371 (23 — 23) + 16372(af — 23)] +

wg) + 9193301953(301 — xg)]

t—1

[12;—_11’1:L'2:L'3[91921’1:L'2(:L'1 — 1’2) + 92931’21’3(1’2 —







APPENDIX D

Ejemplos de Norma y Evaluacion.

A continuacién daremos algunos ejemplos de la férmulas de la norma y evaluacién dadas
en (97) y (155).

1. Ejemplos de Evaluacién

Para recordar tenemos que la evaluacién de un superpolinomio f(x;6) es definida por
L(A®)

1 ¢ ) 1 . .
Euiqa(Pn) = $n0bn (o g 11 |:pA?(qm—l""7tm DERARE
=1

1—u

1— N

y probamos que la evaluaciéon de un superpolinomio de Macdonad es dado por
. (M) /6m)+n(SA) H(i,j)eSA(l _ qj—ltm—(i—l)u)
5“’q’t(PA) — g(m=DIAY /S |=n(A®/dm) [Toenn(1— q“A@(S)tlA*(5)+1) '

Ademas definimos una segunda evaluaciéon dada por:
Eraa(F (2 0) = Enct |00, f (@:0)],, )

y en un superpolinomio de Macdonald esta evaluacion tiene la siguiente férmula

i tn(§A)+n((A/)a/5m71) H(Z,j)egA(l _ qj—ltm—iu)
5u7q7t (PA) = q(m—2)‘Aa/5m,1|—TL(Aa/5m71) H

)
Ti—Ti—1,0;—0;—1

. 233
eon1 — ey

Ejemplo 1. Supongamos A = (4,1;3), el grado fermiénico en este caso es m = 2.
Queremos calcular &', ; (PA). Para esto veremos los diagramas SA y BA y el aporte de caja
de los diagramas:

1 —¢*t?u | 1 —¢*t%u

SA = 1—gqtu | 1—q°tu
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1— g3 1—¢%t? 1—qt
BA = 1—¢%t? 1—qt 1—t
1—qt

Ademds no es dificil de ver que A’ = (2,0;3,2,1), as{ n(A’*/d2) = 0, también |A%/d| =
4,n(A%/62) =1y n(SA) = 6, entonces

m (Puaray) = t (1—w)(1 —qu)(l - qtu)(1 - ¢*tu)(1 — ¢*t*u) (1 — ¢*t*u)(1 — ¢*t*u)
) g (1—¢")(1 = ¢*t?)*(1 — qt)3(1 — 1) '

Ejemplo 2. Consideremos el diagrama A = (3,2,0;4,2,1), el grado fermiénico en este
caso es m = 3. Queremos calcular &' ; (PA). Para esto veremos los diagramas SA y BA y
el aporte de cada caja en los respectivos diagramas SA y BA:

1 —¢*t3u

1 —¢*t?ull —q

1—qtu |l —d*tu

SA =

1—t 1y
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11—t | 1= | 1— qt? 1—t

1— q2t3

1 — qt?

BA =

1—qt? 1-¢

También vemos que A’ = (5,2,1;4) y por lo tanto n(A'“/d3) = 3. Ademds |A%/d3] =
5,n(A%/d3) =2 y n(SA) = 21, por lo tanto

24 (1 — @t3u) (1 — ¢*t%u) (1 — @At%u) (1 — qtu) (1 — ¢®tu) (1 — u)(1 — qu)(1 — t1u) (1 — t~2u)

i Flaxn) = 5 (=) — (1 — )1 — g1 — 1)

Ejemplo 3. Ahora veremos un ejemplo de la evaluacién ggf%t. Consideraremos la
misma superparticion A = (3,2,0;4,2,1) que en el ejemplo anterior. El diagrama BA es
el mismo que en el ejemplo anterior, necesitamos ver el diagrama SA y las respectivas

potencias de q y t.
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1— ¢t?u|l1 — ¢3t%u

1—qtu | 1—¢%*tu

SA =

1—t7lu |1 — gt u

1—t2y

También A" = (5,2, 1;4) y entonces n((A)?/d2) = 4. Ademds |[A?/02| = 4,n(A%/d2) =2y
n(SA) = 16; por lo tanto

en (P _ t20(1 —w)(1 — t~ ) (1 — t72u) (1 — qtu) (1 — qu)(1 — gt~ *u) (1 — ¢*tu)(1 — ¢*t?u) (1 — ¢3t%u)
wa i (32,042.1) (1 - ¢?°)(1 — g2t (1 — ¢?3)(1 — gt?)3(1 — 1)3 '

2. Ejemplo de Norma

Ahora mostraremos un ejemplo de como calcular la norma de un superpolinomio de
Macdonald. Recordemos la férmula mostrada en (155):

1 — g (5)+1¢le(s)

1Pal* = g™ T

— ane () plae ()11
senh 1 gias (tlar (o)

Calcularemos ahora la norma de Py donde A = (4,2,1;3,2). La contribucién de cada caja
del diagrama de BA es dado por
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4t4

1 — g%td

1— q3t3

1— q2t3

1—gqt

1— q2t4

1—qt3

1-t¢

2t2

1—q%t3

1—¢?t

1 — qt?

1 — qt?

1—-1¢

1—¢q
1—gqt

Por la tanto la norma cuadra de Py es
(1-¢")(1 -1 =)0 =) (1 — gt)(1 = ¢**)(1 = ¢*t)(1 — gt?)

1PAlI* = ¢" - T (1 — 2(1 — 2 (1 — a3V — 02(1 — a213)(1 — 72
(1 =¢*5)(1 = qt)?(1 — ¢?t*)(1 — gt*)(1 — 1)*(1 — ¢*t3)(1 — qt?)

_ 7 (=g -9 =) (1 +gt)(1 — ¢*t)
— 1 -1 — @1 - g1 12
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