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Algebras y médulos graduados.

Definicién (Algebras graduadas)

Sea R un dominio de integridad y A un R-dlgebra libre de rango finito. Diremos que A
es un algebra Z-graduada si A admite R-submddulos {A;}icz tales que:

o A= @fez Ai

o AA CAL; para todo (i,}) € Z?

Si a € A; diremos que a es un elemento homogeneo de grado |
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Definicién (Algebras graduadas)

Sea R un dominio de integridad y A un R-dlgebra libre de rango finito. Diremos que A
es un algebra Z-graduada si A admite R-submddulos {A;}icz tales que:

e A= @iez A

o AA CAL; para todo (i,j) € Z?

Si a € A; diremos que a es un elemento homogeneo de grado |

Definicién (Médulos graduados)

Diremos que un A-médulo M es graduado si admite una familia de R-submédulos
{Mi}icz, tales que:

e M= @iez M;

o AM; C My, para todo (i, f) € Z?

v
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Algebras y médulos graduados.

Si M es un A-médulo graduado, para todo j € Z denotemos por M(j) al
A-mddulo graduado obtenido a partir de M desplazando la graduacién en
J, es decir:

M<]>, = M,'_J' para todo i € Z
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Algebras y médulos graduados.

Si M es un A-médulo graduado, para todo j € Z denotemos por M(j) al
A-mddulo graduado obtenido a partir de M desplazando la graduacién en
J, es decir:

M<]>, = M,'_J' para todo i € Z

Teorema

Asumamos que R es un cuerpo. Si M es un A-mdédulo simple, entonces M admite una
tnica graduacién salvo desplazamiento en la graduacién.
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Algebras y médulos graduados.

Si M es un A-médulo graduado, para todo j € Z denotemos por M(j) al
A-mddulo graduado obtenido a partir de M desplazando la graduacién en
J, es decir:

M<]>, = M,'_J' para todo i € Z

Teorema

Asumamos que R es un cuerpo. Si M es un A-mdédulo simple, entonces M admite una
tnica graduacién salvo desplazamiento en la graduacién.

Sea M es un A-médulo graduado, denotamos por
[M: L]&"

a la multiplicidad del A-médulo simple graduado L en una serie de
composicién graduada de M.
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El dlgebra de Temperley-Lieb y el blob algebra.
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El dlgebra de Temperley-Lieb y el blob algebra.

q—q—

Fijemos g, y. € C*, con g # 1. Para k € Z definimos [k] = [K], := qkfc’_lk. J
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El dlgebra de Temperley-Lieb y el blob algebra.

k k

Fijemos g, y. € C*, con q> # 1. Para k € 7Z definimos [k] = [k]q := T=2r. J

q—q—

Algebra de Temperley-Lieb Tly(q)

Generadores: {U,...,U,_1}
Relaciones:
U=—[2]U; si 1<i<n
U,'UjU,'=U,' si |i—j|=l
Ui Ui=U; U; Si |i—j|>1
v
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El dlgebra de Temperley-Lieb y el blob algebra.

Fijemos g, y. € C*, con g # 1. Para k € Z definimos [k] = [K], := qkf"_lk. J

q—q—

Blob algebra b,(q, ye)

Algebra de Temperley-Lieb Tl,(q) Generadores: {Ui....,Up_1,e}
Generadores: {Ui,...,U,_1} Relaciones: Se satisfacen las
Relaciones: mismas relaciones que en Tl,(q),
junto con las relaciones adicionales
Ur=—[2]U; si 1<i<n
Ui U; Ui=U; si |i—j|=1 e?=e
U Ui=U; U; Si |i—j|>1 UreUi=y. Us

Uie=eU; si 2<i<n
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Realizacién por diagramas de T/,(q)
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Realizacién por diagramas de T/,(q)
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Realizacién por diagramas de

»(q)

Denotamos por T(n) al conjunto de todos los (n, n)-diagramas de Temperley-Lieb.

Entonces podemos definir una multiplicacién sobre CT(n) mediante concadenacién de

diagramas:
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Realizacién por diagramas de

Denotamos por T(n) al conjunto de todos los (n, n)-diagramas de Temperley-Lieb.

Entonces podemos definir una multiplicacién sobre CT(n) mediante concadenacién de
diagramas:

N
o\

NN N\ N
N N

Con estas definiciones CT(n) tiene estructura de C-3lgebra asociativa y unital.
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Realizacién por diagramas de

Denotamos por T(n) al conjunto de todos los (n, n)-diagramas de Temperley-Lieb.

Entonces podemos definir una multiplicacién sobre CT(n) mediante concadenacién de
diagramas:

v/ \V
Y v
=-[2
N N N
N N

Con estas definiciones CT(n) tiene estructura de C-3lgebra asociativa y unital.
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Realizacién por diagramas de T/,(q)

La realizacién por diagramas de T/,(q) se refiere al isomorfismo de
C-algebras:
f: Tlh(g) — CT(n)

u — U
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Realizacién por diagramas de T/,(q)

La realizacién por diagramas de T/,(q) se refiere al isomorfismo de
C-algebras:

f: Tlh(g) — CT(n)

u — U

i+l

\V

N
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Realizacién por diagramas de b,(q, ye)
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Realizacién por diagramas de b,(q, ye)

NN GD
A~ AN SN S AN
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Realizacién por diagramas de b,(q, ye)

N N
AN SN AN
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Realizacién por diagramas de b,(q, ye)

Denotamos por B(n) al conjunto de todos los (n, n)-diagramas de Temperley-Lieb

marcados. Entonces podemos definir una multiplicacién sobre CB(n) mediante
concadenacién de diagramas:
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Denotamos por B(n) al conjunto de todos los (n, n)-diagramas de Temperley-Lieb

marcados. Entonces podemos definir una multiplicacién sobre CB(n) mediante

concadenacién de diagramas:

N

N
= _[2]ye /
SUANN AN

/7N A
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Realizacién por diagramas de b,(q, ye)

Denotamos por B(n) al conjunto de todos los (n, n)-diagramas de Temperley-Lieb

marcados. Entonces podemos definir una multiplicacién sobre CB(n) mediante
concadenacién de diagramas:

N

N
= _[2]ye /
SUANN AN

Con estas definiciones CB(n) tiene estructura de C-algebra asociativa y unital.

/7N A
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Realizacién por diagramas de b,(q, ye)

La realizacién por diagramas de by(q, ye) se refiere al isomorfismo de
C-4lgebras:
f: bn(g,ye) — CB(n)

U,'-)U,'
e — €
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Realizacién por diagramas de b,(q, ye)

La realizacién por diagramas de by(q, ye) se refiere al isomorfismo de
C-4lgebras:
f: bn(g,ye) — CB(n)

U,'-)U,'
e — €
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Teoria de representaciones de T/,(q) y ba(q, ye)

Aqui dire algo sobre semisimplicidad y la eleccion de los parametros ... l
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Algebras celulares
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Algebras celulares

Sea R un dominio de integridad y A un R-3lgebra libre de rango finito. Supongamos que
(A, >) es un conjunto finito parcialmente ordenado y que para cada A € A existe un
conjunto de indices T()\) y elementos ¢ € A para todo s, t € T()\) tales que

C={ci eN;ste T}

es una base de A. Para cada A € A sea A* el R-submodulo de A con base
C={chlpeNu>X ;uveT(u}
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Algebras celulares

Sea R un dominio de integridad y A un R-3lgebra libre de rango finito. Supongamos que
(A, >) es un conjunto finito parcialmente ordenado y que para cada A € A existe un
conjunto de indices T()\) y elementos ¢ € A para todo s, t € T()\) tales que

C={ci eN;ste T}

es una base de A. Para cada A € A sea A* el R-submodulo de A con base
C={chlpeNpu>X;uveT(u}

Definicién (Algebras celulares)

El par (C,A) es una base celular de A si:
(1) *: A— A determinada por c?t* = ¢ es un anti-automorfismo de A; y
(2) Paracada A € A, s € T(\) y a € A existen r, € R tales que para todo t € T())

A A A
acy = E ruciy mod A
ueT(N)

Si A tiene una base celular diremos que que A es un algebra celular.
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Definicién (Mddulos celulares)

Para cada A € A definimos el médulo celular C(\) como el A-médulo que es libre como
un R-médulo con base {c*|t € T(A\)} y donde para cada a € A

A A
ac; = Ze

ueT(N)
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Definicién (Mddulos celulares)

Para cada A € A definimos el médulo celular C(\) como el A-médulo que es libre como
un R-médulo con base {c*|t € T(A\)} y donde para cada a € A

A A
ac; = Ze

ueT(N)

Para cada C(\) existe una dnica aplicacién bilineal (, ) : C(A\) x C(A\) = R
determinada por cic} = (¢, ci')cy, mod A*, donde a, b, s, t € T(\).
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Definicién (Mddulos celulares)

Para cada A € A definimos el médulo celular C(\) como el A-médulo que es libre como
un R-médulo con base {c*|t € T(A\)} y donde para cada a € A

A A
ac; = Ze

ueT(N)

Para cada C(\) existe una dnica aplicacién bilineal (, ) : C(A\) x C(A\) = R
determinada por cic} = (¢, ci')cy, mod A*, donde a, b, s, t € T(\).

rad(C()\)) := {x € C(N\)|{x,y) = 0 para todo y € C(\)}
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Definicién (Mddulos celulares)

Para cada A € A definimos el médulo celular C(\) como el A-médulo que es libre como
un R-médulo con base {c*|t € T(A\)} y donde para cada a € A

A A
ac; = Ze

ueT(N)

Para cada C(\) existe una dnica aplicacién bilineal (, ) : C(A\) x C(A\) = R
determinada por cic} = (¢, ci')cy, mod A*, donde a, b, s, t € T(\).

rad(C()\)) := {x € C(N\)|{x,y) = 0 para todo y € C(\)}

D(X) = C(\)/rad(C(N)) Ao = {\ € AID()) # 0}
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Definicién (Mddulos celulares)

Para cada A € A definimos el médulo celular C(\) como el A-médulo que es libre como
un R-médulo con base {c*|t € T(A\)} y donde para cada a € A

A A
ac; = Ze

ueT(N)

Para cada C(\) existe una dnica aplicacién bilineal (, ) : C(A\) x C(A\) = R
determinada por cic} = (¢, ci')cy, mod A*, donde a, b, s, t € T(\).

rad(C()\)) := {x € C(N\)|{x,y) = 0 para todo y € C(\)}

D(X) = C(\)/rad(C(N)) Ao = {\ € AID()) # 0}

Teorema (Graham-Lehrer)

Si R es un cuerpo entonces {D(A)|A € Ao} es un conjunto completo de A-mddulos

simples no isomorfos de a pares.
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Base celular para T/,(q)

S
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Base celular para T/,(q)

W
/~N\\ A

|w \\ylv
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Base celular para T/,(q)

W
/~N\\ A

|w \\ylv

12]6]
6]

o A\ = Pary(n)
@ A es ordenado por dominancia (&)
o T(\) =Std(A)

°
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Base celular para b,(q, ye)

N
A A A SN
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Base celular para b,(q, ye)

NN
A A A AN

\\{/W* AA*/\/;\\
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Base celular para b,(q, ye)

NN
A A A AN
\\//w* VV*VW/

D.Plaza (U.Talca) Proyecto de tesis Septiembre 2012 17 / 20



Base celular para b,(q, ye)

N
A A A AN
\\VW* VV*VW/

([3]al7]910] - [1]2]5 68 11]) ([2]a]7]r011] > [1]3]5]6]8]9])
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Base celular para b,(q, ye)

NN
A A A SN

([3]al7]910f» [1]2]5]6]8]u1]) ([2]a]7]10f11] - [1]3]5]6]8]9])

@ A = Bipy(n)
@ A es ordenado por
o T()\)=Std())

OCS>}
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Problemas a resolver en esta tesis
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Problemas a resolver en esta tesis

@ Demostrar que las algebras T/,(q) y b,(m) son algebras Z-graduadas.

@ Graduar los médulos celulares y simples.
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Problemas a resolver en esta tesis

@ Demostrar que las algebras T/,(q) y b,(m) son algebras Z-graduadas.
@ Graduar los médulos celulares y simples.

@ Determinar los respectivos nliimeros de descomposicién graduados.
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Estrategias de resolucién
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Orden sobre Bip;(n)
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