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Definicién (Sistema de Coxeter)

Es un par (W,S) , con W grupoy S C W tal que

W = <5 €5:52=1,(si5)m%) = 1>
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Definicién (Sistema de Coxeter)

Es un par (W,S) , con W grupoy S C W tal que

W = <5 €5:52=1,(si5)m%) = 1>

Elias y Williamson asociaron una categoria de diagramas E(W,s) a
cada sistema de Coxeter (W, 5).



Soergel calculus para Ay

Para nuestro trabajo sobre Soergel Calculus, fijaremos S := {s,t} y
consideraremos en adelante

W .= <5, t]s* =t = 1>.

Para construir 5(W’5), se necesita precisar una realizacién h de W. En nuestro
caso, b estard dada por el C-espacio vectorial con base {as, a:}, donde tenemos
R:=5(h) = Clas, ai]

junto con la accién de W sobre la base dada por

5(055) = —0s S(Oét) =2as + ay
t(at) = 0 t(as) = a5 + 2

Y por tltimo, tenemos los operadores de Demazure definidos por

s(f) f —t(f)

0s(f) = 9:(f) =

de donde se tienen las |gua|dades

at

as(as) = at(af) =2 a5(a7-“) = at(as) =-2
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(Diagrama de Soergel para (W, S))

Un diagrama de Soergel para (W, S) es un un grafo finito incrustado en
R % [0,1]. Los arcos son de color rojo o azul. Los vértices pueden ser de
tipo univalente (dots) o trivalentes, como se muestra a continuacion:

A A

Ademads, el grafo acepta decoraciones por elementos de R.
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(Diagrama de Soergel para (W, S))

Un diagrama de Soergel para (W, S) es un un grafo finito incrustado en
R % [0,1]. Los arcos son de color rojo o azul. Los vértices pueden ser de
tipo univalente (dots) o trivalentes, como se muestra a continuacion:

A A

Ademads, el grafo acepta decoraciones por elementos de R.

Sea exp el conjunto de expresiones sobre S. Los arcos de un diagrama de
Soergel podran intersectar los bordes de la banda R x [0, 1]. Dichas
marcas identificardn elementos de exp, y les llamaremos marca superior y
marca inferior dependiendo del borde donde estén ubicadas.
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T —doy

Se puede apreciar que la marca superior en este diagrama es sstss
vy la marca inferior es tstssttsts.




Soergel calculus para /il

Definicién (Categoria de diagramas ﬁ(W.S))

Dw.s) =

Objetos: Elementos de exp.

R — combinaciones lineales de
diagramas con marca

Hom ws) (x,y): inferior x y marca

(
superior y .

® Composicion de morfismos dada por concatenacion vertical.
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Definicién (Categoria de diagramas 5(W‘5))

Relaciones locales:

- | X< X o

Las relaciones locales también existen para el color azul.
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Sea n un entero no negativo fijo y sea w = sts--- € exp de largo
n. Se define la R-4lgebra

A, = E”dD(W (w).

Esta R-dlgebra posee una R-base, cuyos elementos se denominan
hojas ligeras dobles, o simplemente hojas dobles. Para su
construccidn necesitamos definiciones previas.

»S)
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Jaula completa no-colgante:

tirl=Init

Jaula completa colgante:

tirl=-irit

Jaula de jaulas:




Soergel calculus para Ay

Hoja ligera:

zone A zone B zone (
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Ejemplo

Las hojas ligeras de Aststs que definen v = s son las siguientes:

/WAKFJ:\\
i

TTIT‘

!
IRNA M
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Definicién (Hoja doble)

Una hoja doble de A,, es un concatenacion vertical del tipo
Cp,.p, := D1+ flip(D2), donde Dy y D, son hojas ligeras que definen v, y
flip indica reflexion segiin eje horizontal.

Ejemplo
Si
D1 = ﬂj\ y D2 = KJ\
I M
entonces
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Teorema

El conjunto de todas las hojas dobles de Ay, es decir, el conjunto
de todas las concatenaciones Cp, p,, para todo v < w, forma una

base para Aw.
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Algebra de blob

Para esta seccién consideraremos R := C[x, y].

Definicién (Algebra de Temperley-Lieb TL,)

El dlgebra de Temperley-Lieb TILL, con parametro de loop -2 es la
R-adlgebra sobre los generadores Uy, ..., U,_1 sujeta a las relaciones:

[U’? = -20;, sil<i<n
UUU; = U, sili—jl=1ei,j>0
Ui, = U,  sili—jl>1



Algebra de blob

Definicién (Algebra de blob B”)

El dlgebra de blob By” con pardmetro de loop -2, pardmetro de
blob x, y pardmetro de loop decorado y es la R-algebra sobre los
generadores Uy, ...,U,_1 sujeta a las relaciones:

U? = 2U;, sil<i<n

[U,‘Uj[U,‘ = U,’, si\i—j\:lei,j>0
U,'[Uj = UJ[U,', si ‘I' —J| >1

U;0oUr = yUs,
[U% = XUO



Algebra de blob

Tanto TL, como B~ son &lgebras de diagramas.

Definicién (Base de diagramas para TL,)

La base de diagramas para TIL, consiste en diagramas de
Temperley-Lieb de n puntos, los cuales son emparejamientos
mediante trazos entre los n puntos de la frontera norte con los n
puntos de la frontera sur de un rectangulo. Pueden existir uniones
entre dos puntos de la frontera norte, o dos de la frontera sur. No
existes cruces de trazos.



Algebra de blob

Ejemplo

La base de diagramas para TIL3 es el siguiente conjunto de
diagramas de Temperley-Lieb:

‘ ‘ % %
M M
%

N A
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Definicién (Base de diagramas para B}y

La base de diagramas para By” consiste en diagramas de blob, los
cuales son diagramas de Temperley-Lieb de n puntos que pueden
estar decorados por blobs en los emparejamientos que estan
expuestos al lado izquierdo del rectangulo del diagrama, a lo sumo,
una vez. El producto DD, esta dado por concatenacion vertical,
con D, sobre D1. En caso de aparecer un loop decorado, este se
reemplaza por y. En caso de aparecer un trazo decorado r > 1
veces, este se reemplaza por el trazo decorado una sola vez, y el
diagrama se acompafia del coeficiente x" 1.



Algebra de blob

Ejemplo

La base de diagramas para By es el siguiente conjunto de
diagramas:

||

L |
N XA A
A 1A A

]

)C)C
}C)C
)()/C
)C)\C

)\g
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Algebras celulares

Definicién (Algebra celular)

Sea A una k-dlgebra de rango finito, con k un anillo conmutativo con 1.
Una estructura de base celular para A consiste en una tripleta

(A, Tab, C), donde A es un conjunto parcialmente ordenado, Tab es una
funcién sobre N tal que Tab(\) es un conjunto finito para cada A € A\, y
C : [Ixen Tab(A) x Tab()\) — A es una funcién inyectiva tal que:

® E/ conjunto
{Cls, t € Tab(A), A € A}

es una k-base para A, la cual se llamard base celular para A.

@ La regla (C),)" := C}, define un anti-automorfismo de 4lgebras.



Algebras celulares

inicién (Algebra celular)

© Para cada a € A se tiene que

acét = E Fusa Clj\’t + términos menores
u€ Tab(\)

donde rys; € k y donde términos menores corresponde a una

k-combinacion lineal de C,éfq, con p < A.

Si se cumple todo lo anterior, diremos que A es una k-dlgebra celular.



Algebras celulares

Teorema

TL,, BX” y A, son dlgebras celulares.
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Teorema

TL,, BX” y A, son dlgebras celulares.

iPero hay otra algebra celular importante para nuestro trabajo!



Algebras celulares

Sea A,, el conjunto generado por todas las hojas dobles de A,, con
sector C vacio. Entonces A,, es una R-algebra celular considerando
la siguiente estructura:

o k = R == (C[Oés,at]-
ON=AN, ={ve W= Sik Skt

asumiendo que w = sj;, - - - S, .

n

---s; para k =1,....n},

© Tab,(v) = { hojas ligeras de A,, que definen v}.

O C/, definido como el diagrama producto s - flip(t).
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Definicién (Médulo celular)

Sea A una k-algebra celular con estructura celular (A, Tab, C). Para cada
A € A se define el médulo celular A(X) como el k-mddulo con base
{CQ|s € Tab()\)}, donde la accién de A en A(\) estd dada por

2 2
aCl = E rusaC},

u€ Tab(\)

donde rys, € k son los mismos escalares entregados en la definicion de
celularidad para A.

Esta definicidn viene acompafiada del siguiente resultado.



Algebras celulares

Proposicion

Existe una dnica forma bilineal (-,-) : A(X) x A(\) — R dada para
cualquier par s, t € Tab(\) por la igualdad

CsCln=(C, ) C

donde a, b € Tab(\)

Como se puede apreciar, la base de A()) se puede identificar
directamente con los elementos de Tab(\), por lo que podemos
considerar a Tab(\) como la base de A(\), lo que ayuda a su vez
a calcular valores de la forma bilineal respectiva.
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Filtracién de Jantzen

Definicién (Filtracion de Jantzen)

Sea R un dominio de ideales principales y p € R primo. Sea v, la
valuacion p-ddica. Sea M un R-mddulo libre de rango finito r con una
forma bilineal simétrica no-degenerada (-, -).

Sea M= M/pM y R = R/pR. Para cada i € NU {0} se define

M(i) = {m € M|(m, M) C p'R}

Ahora, para cada i € Z U {0} consideramos como M(i) a la imagen de

M(i) bajo la reduccién médulo p. Entonces estos R—subespacios forman
una filtracion

M = M(0) 2 M(1) D> M(2) D ...

llamada filtracién de Jantzen.



Filtracién de Jantzen

Bajo esta definicidn, hay un resultado que permite relacionar la
matriz M. .y con informacién sobre los médulos de la filtracion.

Teorema (Férmula de suma)

Bajo las hipdtesis de antes, sea D = det(M(. .)) respecto a una
base de M. Entonces

vp(D) = Z dimz M(i).
i>0

i Cémo obtenemos informacién sobre los médulos M(i) a partir de
la matriz M. )7 Veamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo
Sea M un Z-mdédulo con base B = {ej, 2, €3} y con forma bilineal
simétrica no-degenerada asociada (-, -), cuya matriz estd dada por

5 —2 7
My=|-2 0 -2
7 2 1

Tenemos que su forma de Smith estd dada por la matriz diagonal
100

Mg=1{0 4 0

0 0 8

de donde D = det(My) = 32. Fijemos p = 2. Entonces v,(D) = 5.
Mirando My y por definicién de los M(/i) obtenemos lo siguiente:
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<
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M

{m € M|(m, M) C 2Z}

Spany(2b1, bo, b3)

{m e M|(m, M) C 4Z}

Spany(4b1, bo, b3)

{m e M|(m, M) C 8Z}

Spany(8b1, 2by, b3)

{m e M|(m,M) c 2k7}

Spany (2Xby, 2572 by, 253b3) para k > 3

Y al aplicar la reduccién médulo p = 2 obtenemos los médulos de
la filtracién de Jantzen:
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de donde podemos verificar la férmula de sumas:

> dimg M(i) =2+ 2+ 1= v,(D).
i>0
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Proyecto de tesis

El objetivo de nuestro proyecto es estudiar la forma bilineal (-,-),",

correspondiente al médulo celular A, (v) de A,,, establecer una
filtracién de tipo Jantzen sobre A, (v) y obtener una férmula de
suma andloga a la de la filtracién de Jantzen.
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A modo de ejemplo, consideremos w = ststs y v = s. Tenemos
que n = ¢(w) = 5. El médulo celular en este caso estd denotado
por Agtsts(s), el cual tiene base dada por

Taberses(s) = /ﬂjh,/rjn\nAﬁ f\r|rr\|nrr|

Entonces, para estudiar la forma bilineal (-,-)3':" es suficiente con

calcular las imagenes (bj,b; >5t5ts, paral <i,j<6.

$Cémo calculamos (-,-)z"*?
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. tst .
Por ejemplo, para calcular (by,bs)c ., primero debemos desarrollar el

producto flip(by) - bs:

fip(by) - by = (U .

—2a
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Ahora, en el diagrama resultante de flip(b;) - b3 debemos
identificar el coeficiente del diagrama /,, el cual es el diagrama con
¢(v) lineas verticales, siguiendo la coloracién de v. En este caso,

Dicho coeficiente de /, en el producto flip(b1) - b3 serd el valor de
(by1,b3):"°. En este caso,

(b1,b3)e's"™ = =20
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De manera andloga podemos hallar las otras imagenes. Asi, se

L . . tst
puede obtener la siguiente matriz asociada a (-,-)¢ ., la cual
denotaremos por M. En este caso:

bl
2
4 -2 -2 -2 o o
-2 4 o o 20y Qs
2 2
Mststs -2y oy —2asa; o os0y  QsQf
5,s - 2 2 _2 2
t (6% (0% st QO QO
o —20 s Op as0;  —2 00 agat
O[z (66 (6% a2 (6% a2 0420[ a2a2
t st sy sttt s&t s—t
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En esta instancia resulta muy importante estudiar una posible
diagonalizacién de M:'S**, debido a que esto nos entregarfa
informacién sobre los médulos de la filtracién tipo Jantzen que se
quiere construir sobre Agsses(s).

Problema: R = Clas, at| no es DIP.
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Soluciéon: Usamos los siguientes resultados y definiciones para trabajar
en B}, en lugar de A,.

Teorema

B, = A,

n—1 —

Definicion

La funcién v : N\, — N,_1 definida por

_ [ Uv)—1 si v comienza con s
) = { —{(v) si v comienza con t (5.1)

es un isomorfismo.

Teorema
Si(v) = A, entonces
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Retomando nuestro ejemplo, como ¢ (v) = ¢(s) = 0, entonces
tenemos el isomorfismo de mddulos celulares

Aststs(s) = A]‘%(O)

Este cambio de contexto favorecié mucho en los célculos de la
forma bilineal. De hecho, se logré concretizar la diagonalizacién de
la matriz asociada a la forma bilineal <>]§>\ Este es uno de los
resultados mds importantes a lo largo de nuestro proyecto.
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Teorema

Sea I\/IES/\ la matriz asociada a la forma bilineal <)IE>\ del médulo
celular AB(X). Entonces

co(x, y)l4, 0 . 0

0 () ey - 0

MP,B,)\ = . . . .
0 0 ©coo Ck(Xa)/)Idk

donde d; = dim AT (|\| + 2i) e Iy, es la matriz identidad de
d; X d;, mientras que los 0 representan matrices nulas de dimension
adecuada.
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Sean
ayi=ix+(i—1)y

ayi=Iy+(i—1)x

Teorema

® Si )\ >0 entonces

Gi(x, ¥) = (@x a2 Mx 213+ - Qx pgit1)0y,1 Oy 2 -+ - Uy .

Si i = 0 entonces ci(x,y) = 1.

® S/ \ < 0 entonces

Ci(X, ) = (o1 @2+ Q1) Qy 1 4|3 Qy 2 (2]~ Qg |-
Si i = 0 entonces ci(x,y) = x.
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Retomemos el ejemplo de antes: AZ(0). Aqui, n=4y A =0.

. . B
Entonces, para calcular la matriz M}, asociada a (-,-), , debemos
calcular cada ¢j(x, y), y ver cuantas veces se repite en la diagonal.

Para i = 0 tenemos cp(x,y) = 1. Este valor aparece
do = dim A™4(0) veces en MEO. Como

Tab(0) = < AN >

entonces dy = 2 (es decir, 1 aparece dos veces en la matriz).
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Para i =1 tenemos c1(x,y) = ax 20y 1. Este valor aparece
di = dim A™4(2) veces en MZ,. Como

Tab(2) =

e E RS Va\ M

entonces d; = 3 (es decir, Qi 20ry 1 aparece tres veces en la
matriz).
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Para i = 2 tenemos ¢ (x,y) = ax 20430 101 2. Este valor
aparece d» = dim A™(4) veces en M2 ;. Como

Tab(4) =

entonces dy = 1 (es decir, Qix 20y 301y, 101y, > aparece una vez en la
matriz).
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Por lo tanto, obtenemos la diagonalizacién

1 0 0 0 0 0

01 0 0 0 0

Mleo _ 0 0 Qx 20y 1 0 0 0
' 0 O 0 axpay1 0 0

0 0 0 0 Qix 20ty 1 0

0 0 0 0 0 Qx 20 300y 1y 2
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Para regresar de AIE(O) a Agtsts(s) basta hacer la identificacién
X = s, ¥ = Qy, Y gracias al isomorfismo entre estos dos médulos
celulares obtenemos la misma matriz de la forma bilineal:

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

M_rftssts _ 0 O Qx 20y 1 0 0 0
! 0 0 0 Qx 2001 0 0

0 0 0 0 axyzayﬂ 0

0 0 0 0 0 Qx 20 300y 1y 2
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Ahora, con la intencién de elaborar un andlogo a la filtracién de
Jantzen, se define para una raiz v de W el médulo

A'(v) = {a € Aw(v)l{a, Aw(V))y, C 'R}

Siguiendo con nuestro ejemplo, y recordando que la base de
Astses(s) estaba dada por los diagramas de

Tabersts(s) = /ﬂjh,/rjn\nAﬁ f\r|rr\|nrr|

podemos obtener los siguientes médulos Ay’ (v), considerando
Como raiz a v = o 2:
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Angts(S) = AststS(S)

AZfslts(S) = {a € Assrs(s)[(a, Astst5(5)>rvwv,v C YR}
= SpanRWb{,’ybé,bg,b&,bg,bg}

A;yt:gts(s) = {a€ Agars(s)(a, Astst5(5)>nw,v C 72R}

= Spang (v b}, v by, v by, AT by, v by, v bg) para k > 1

Aqui, al aplicar una reduccién médulo -, obtenemos los siguientes
médulos:
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A;{tgts(s) = Aststs(s)
ALt(s) = Spang(bi, by, b, by)
A;’t’sts(s) = Oparak>1

Ademas, v, (det(Mz'5*)) = v, (a pox 30} 1y 2) = 4, por lo que

ZdlmR ststs ) =dimg m =4 = Vw(det(MngSts)).
i>0
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