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Introduccién

Historia

m El dlgebra de Yokonuma-Hecke, Yr,n(g), es originalmente introducida por T. Yokonuma en la
teorAa de representaciones de grupos finitos de Chevalley, y la cual es una generalizacién natural
del dlgebra de Hecke # ,(g). Hace pocos afos atrds, J. Juyumaya reactivo el interés por el estudio
de esta dlgebra encontrando una nueva presentacién para Yy, ,(q) con la finalidad de utilizar ésta
para construir un traza de Markov.
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Historia

m El dlgebra de Yokonuma-Hecke, Yr,n(g), es originalmente introducida por T. Yokonuma en la
teorAa de representaciones de grupos finitos de Chevalley, y la cual es una generalizacién natural
del dlgebra de Hecke # ,(g). Hace pocos afos atrds, J. Juyumaya reactivo el interés por el estudio
de esta dlgebra encontrando una nueva presentacién para Yy, ,(q) con la finalidad de utilizar ésta
para construir un traza de Markov.

m El dlgebra de braids and ties, introducida por Aicardi y Juyumaya, es originalmente construida
con el propdsito de definir nuevas representaciones del grupo de trenzas. Hace algunos afos atrés,
Ryom-Hansen encontré una base lineal y una representacion tensorial fiel de esta dlgebra, la cual
le permitié estudiar sus mddulos simples.
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Introduccién

Problemas propuestos

Encontrar una base celular para el dlgebra de “braids and ties”.
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Introduccién

Problemas propuestos

Encontrar una base celular para el dlgebra de “braids and ties”.
B Construir una traza de Markov para el dlgebra de “braids and ties”.

B Construir un representacion tensorial fiel para el dlgebra de Yokonuma-Hecke, con el
objetivo de encontrar una dualidad de Schur-Weyl para esta élgebra.
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B Construir una traza de Markov para el dlgebra de “braids and ties”.

B Construir un representacion tensorial fiel para el dlgebra de Yokonuma-Hecke, con el
objetivo de encontrar una dualidad de Schur-Weyl para esta élgebra.

| Encontrar una base celular para el dlgebra de Yokonuma-Hecke.
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Algebra de Yokonuma-Hecke

Definicion

2mi
Sean n y r enteros positivos, E=e n y R=Z[q,q~\,&1~1]. El digebra de Yokonuma-Hecke, denotada por
Yr,n(q), es la R-dlgebra asociativa generada por g1,...,8n—1,11,..., n, Sujetos a las siguientes relaciones:
r_ .

=1 para todo i (0]
titj = tjt; para todo i,j )
4i8i = 8iljs; para todo i, j 3)
8i8j = §j8i para |i—jl>1 4)
8i8i+18i = 8i+18i8i+1 paratodo i=1,...,n-2 ®
glg =1+(g- q’l)eig,- para todo i (Relacion cuadrdtica) (6)

donde los e;’s son idempotente definidos como e;:=r~" Z;;é 5.
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Algebra de Yokonuma-Hecke

Definicion

2mi

Sean n y r enteros positivos, E=e n y R=Z[q,q~\,&1~1]. El digebra de Yokonuma-Hecke, denotada por
Yr,n(q), es la R-dlgebra asociativa generada por g1,...,8n—1,11,..., n, Sujetos a las siguientes relaciones:
r_ .
=1 para todo i (0]
titj = tjt; para todo i,j )
4i8i = 8iljs; para todo i, j 3)
8i8j = §j8i para |i—jl>1 4)
8i8i+18i = 8i+18i8i+1 paratodo i=1,...,n-2 ®
glg =1+(g- q’l)eig,- para todo i (Relacion cuadrdtica) (6)
donde los e;’s son idempotente definidos como e;:=r~" Z;;é 5.

El 4lgebra de Yokonuma-Hecke puede ser considerada como una generalizacién del dlgebra de Hecke de
tipo A,_1, de hecho se tiene que Y1 ,(q) = Hn(g). De otro modo, el dlgebra de Hecke puede ser obtenida
como un cuociente de YVr,,(g) por enviar cada t;'sa 1.
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Algebra de Yokonuma-Hecke

Resultados obtenidos

Relacién con el dlgebra de Ariki-Koike

El dlgebra de Yokonuma-Hecke también puede ser vista como una deformacion del grupo de reflexiones
complejo C,"" x Sy la cual es diferente a la deformacién més famosa, el dlgebra de Ariki-Koike, cuya
definiciéon en términos de generadores y relaciones es la siguiente
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Algebra de Yokonuma-Hecke

Resultados obtenidos

Relacién con el dlgebra de Ariki-Koike

El dlgebra de Yokonuma-Hecke también puede ser vista como una deformacion del grupo de reflexiones
complejo C,"" x Sy la cual es diferente a la deformacién més famosa, el dlgebra de Ariki-Koike, cuya
definiciéon en términos de generadores y relaciones es la siguiente

Definicion

Sea S=7Z[q,q ", Ql, ., Qrl. El dlgebra de Ariki-koike, denotada por Hn,r, es la S-dlgebra asociativa
generada por g1,...,8n, Sujetos a las siguientes relaciones:

(81-Q)(E1 - Q) (g1 -Qn) = @)
81828182 = 82818281 @®)

8i8j = §j8i para |i—jl =2 9

8i8i+18i = 8i+18i8i+1 para i=2,...,n—1 (10)

gf:l-%—(q—q’l)gi para i=2 (€3))

Notese de las tltimas tres relaciones que el dlgebra de Hecke es naturalmente una subdlgebra de Hp, ;.
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Re

epresentaci6n tensorial de ) rn

Representacion tensorial de ), ;,

Sea V el R-médulo libre con base {vl? |1<i<n, 0<t<r-1}. Luego, definimos los operadores T € End(V) y
G € End(V®2) como sigue:
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Re

epresentacién tensorial de Vr, n

Representacion tensorial de ), ;,

Sea V el R-médulo libre con base {vl? |1<i<n, 0<t<r-1}. Luego, definimos los operadores T € End(V) y
G € End(V®2) como sigue:

WHT =&t

y
S ot ; .
v].@vl. Sit#s
: S
Wev))G:= q?i®;/]§ S% = lij
L V;@Z}i sit=si>j

(q—q‘l)vffx:u}?ﬁ-uj?@ul? if =5, i<}j.

Extendemos estos operadores a operadores T; y G; actuando en el espacio tensorial V®" por actuar con
T en el el i-ésimo factor, y G en el factor (i,i+ 1), respectivamente.
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Re¢

epresentacién tensorial de Vr, n

Representacion tensorial de ), ;,

Sea V el R-médulo libre con base {vl? |1<i<n, 0<t<r-1}. Luego, definimos los operadores T € End(V) y
G € End(V®2) como sigue:

y

S t q o
vj@vi Sit#s
: . L
qul e v’ sit=si=j

2 S\CQ— i 7

;@ vp)G:= revl sit=si>j
i $i=J

oWl e+ Ser  ifr=s i<
(g—q )vi®uj+uj®ui if t=5,i<]j.

Extendemos estos operadores a operadores T; y G; actuando en el espacio tensorial V®" por actuar con
T en el el i-ésimo factor, y G en el factor (i,i+ 1), respectivamente.

Teorema

Existe una representacion, la cual llamaremos p, de Yr,, en V" dada por t; — T; y g; — G;. Mds atin, p es

fiel.
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Representaci6n tensorial de Vr, n

ep!

Teorema

El dlgebra de Yokunuma-Hecke es isomorfa al dlgebra (modificada) de Ariki-Koike.

Demostracion

Via representacion tensorial podemos ver a Yr,n(q) ¥ Hn,r como subdlgebras de End(V®") y compararlas
directamente.

A pesar que nuestra demostracion es relativamente sencilla, pensamos que el resultado obtenido es
importante ya que la teoria para el dlgebra (mofidicada) de Ariki-Koike estd bastante mas desarrollada
que para el dlgebra de Yokonuma-Hecke. Por ejemplo
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Representaci6n tensorial de Vr, n

ep!

Teorema

El dlgebra de Yokunuma-Hecke es isomorfa al dlgebra (modificada) de Ariki-Koike.

Demostracién
Via representacion tensorial podemos ver a Yr,n(q) ¥ Hn,r como subdlgebras de End(V®") y compararlas
directamente.

A pesar que nuestra demostracion es relativamente sencilla, pensamos que el resultado obtenido es
importante ya que la teoria para el dlgebra (mofidicada) de Ariki-Koike estd bastante mas desarrollada
que para el dlgebra de Yokonuma-Hecke. Por ejemplo

m Se conoce la dualidad de Schur-Weyl,

m Se conoce la estructura celular de #r,, y ademds

m Se sabe que H,, es una suma directa de algebras matriciales sobre usuales dlgebras de Hecke
(demostracién alternativa) .
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Base celular de Vr,n

Estructura celular de Y,

Definiciéon

gebra celular)
Sea R un anillo conmutativo con identidad. Un dlgebra celular sobre R es un dlgebra asociativa (unital)
A, junto con una configuracion celular (A, T, %) tal que
B (A,>) es un poset tal que para cada A € A existe un conjunto finito de indices T(A) y elementos
C;lt € A tales que
c={c411en y s te T

es una R-base de A.
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Base celular de Vr,

Estructura celular de Y,

Definiciéon

gebra celular)

Sea R un anillo conmutativo con identidad. Un dlgebra celular sobre R es un dlgebra asociativa (unital)
A, junto con una configuracion celular (A, T, %) tal que

B (A,>) es un poset tal que para cada A € A existe un conjunto finito de indices T(A) y elementos
C;lt € A tales que
c={c411en y s te T
es una R-base de A.

, para todo A€ A y todo s,te T(A), es un

B La funcion R-lineal * : A— A determinada por c_f:t* = cf
anti-automorfismo de dlgebras de A.

]
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Base celular de Vr,

Estructura celular de Y,

Definicién (Algebra celular)

Sea R un anillo conmutativo con identidad. Un dlgebra celular sobre R es un dlgebra asociativa (unital)
A, junto con una configuracion celular (A, T, %) tal que

B (A,>) es un poset tal que para cada A € A existe un conjunto finito de indices T(A) y elementos
C;lt € A tales que
c={c411en y s te T
es una R-base de A.

B La funcion R-lineal * : A— A determinada por AT = cf , para todo A€ A y todo s,te T(A), es un

st 5
anti-automorfismo de dlgebras de A.
B Paracada A€ A, te T(A) y ac A existe ry € R tal que para todo s € T(A)

da= Y rocd, modat
veT (1)

donde A* es el R-submddulo de A con base {cﬁv lpeA,u>Ayu,veT(w}
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Algebra de
Base celular de Vr,n

konum:

Algunas de las ventajas de tener una estructura celular son las siguientes:

Obtener el conjunto completo de A-mddulos irreducibles (Graham-Lehrer).

B Obtener un criterio de semisimplicidad por medio de unos elementos notables llamados
elementos de Jucys-Murphy.
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Base celular de Vr,

Algunas de las ventajas de tener una estructura celular son las siguientes:

Obtener el conjunto completo de A-mddulos irreducibles (Graham-Lehrer).

B Obtener un criterio de semisimplicidad por medio de unos elementos notables llamados
elementos de Jucys-Murphy.

Ejemplo

El digebra de Temperley Lieb, TLys), es una C-dlgebra generada por Uy, ..., U1, sujetos a las relaciones

U? =5U; l<isn-1 12
UiU;U; = U; li=jl=1 13)
U;Uj=U;U; para |i-jl=1 (14)

También se puede definir por medio de diagramas
1 i-1 i i+l i+2 n

S

N
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Base celular de Vr,n

Ejemplo
El dlgebra de Temperley-Lieb TL3(5) tiene base celular
N P " P
1 1 1 1 0
G151 Csp5p Cs15p Csp51 Cs050

En este caso el poset viene dado por A ={A€1{0,1,2,3}|3—A €27} ={1,3} y los “Tableaux’, T(A), vienen
dados del siguiente modo:

Para A =1, los “Tableaux” con una linea recta son:

~—" ~
51 52
Para A =3, el tinico “tableau” con tres lineas rectas es
i ] 1]
inoza Espinoza Profesor Guia: Steen Ryom-Hansen Proyecto de Tesis Doctorado
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Base celular de Vr,n

Estructura celular para Yy, ,(g)
Una r-multiparticién de 7 es un r-tupla ordenada A = (A1), 1@, ... 1(7) de particiones AK) tales que

ZL] \A(’)l = n. Denotaremos por Parr,; el conjunto de r-multiparticiones de n. El diagrama de una
multiparticién es la r-tupla de diagramas dados por sus componentes. Por ejemplo, el diagrama de

1=(3,2),3,1),1,1,1) e MPy23 es
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Base celular de Vr,n

Estructura celular para Yy, ,(g)

Una r-multiparticién de 7 es un r-tupla ordenada A = (A1), 1@, ... 1(7) de particiones AK) tales que
ZL] \A(’)l = n. Denotaremos por Parr,; el conjunto de r-multiparticiones de n. El diagrama de una
multiparticién es la r-tupla de diagramas dados por sus componentes. Por ejemplo, el diagrama de

1=(3,2),3,1),1,1,1) e MPy23 es

Sea A= (AW, 1@ 17y una multiparticién de n. Un A-multitableau es una r-tupla t= (t1, ..., (),
donde paracada i=1,...,r, t® es un 1 _tableau. Un A-multitableau ¢ es estandar por filas si cada una
de sus componente lo es. Similarmente, diremos que t es estandar si cada una de sus componentes lo
es. El conjunto de los A-multitableaux estandar lo denotaremos por Std(A).

6] 3 5 [
,|5 s
(516} 5]

Estandar Estandar por filas
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Base celular de Vr,n

Denotaremos por t* el A-multitableau en donde los ntimeros 1,2,...,n aparecen en orden a lo largo de
las filas de la primera componente, y luego a lo largo de las filas de la segunda componente y asi
sucesivamente. Por ejemplo =t
Subgrupo de Young asociado

Gr=6,1) x 62 xxG

Para cada A-multitableau t, denotaremos por d(t) € &, el tinico elemento de largo minimal tal que
_ A
t=td).

Jorge Espinoza Espinoza Profesor Gui
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Base celular de Vr,

Denotaremos por t* el A-multitableau en donde los ntimeros 1,2,...,n aparecen en orden a lo largo de
las filas de la primera componente, y luego a lo largo de las filas de la segunda componente y asi
sucesivamente. Por ejemplo =t
Subgrupo de Young asociado

G1i=6,1) & g % xG,(py
Paralcada A-multitableau t, denotaremos por d(t) € S5, el tinico elemento de largo minimal tal que
t=t"d).

Ejemplo (Murphy)

Sea q€ R un elemento invertible y n un entero positivo. Denotamos por Hy(q) la R-dlgebra de
Twagori-Hecke de tipo Ap—1. Consideremos A = P(n) con el orden de dominancia, y para cada j1€ A
consideremos T(u) = Std(y) el conjunto de tableaux estdndar y el anti-automorfismo * : g; — g; para todo
l1<is<n-1. Luego

{ml = 8ii(s) u8d(o) | 5 € Std(p), pe P(n)}

es una base celular de Hn(q). Aqui x;, := ZwsG“ Sw-
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Base celular de Vr,n

En nuestro caso, generalizamos este concepto considerando

8i— 8i

A =Paryp, T(A)=Std(d)
ti—t;

Necesitamos normalizar la base de Murphy de modo que podamos controlar los generadores t;’s de
Yr,n. Para esto definimos dos objetos importantes, para cada multiparticién A
m Ey, esun idempotente definido como un producto de conjugados de los e;’s.
m 1y es un producto de proyectores de los espacios propios de los ¢;’s.
Generalizamos el simetrizador x;,, para cada multiparticién A = AW, 2@ A1) como sigue
My =X (1) Xy2) Xy (0

Asi, tenemos el siguiente teorema

Jorge Espinoza Espinoza Profesor Gui
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Base celular de Vr,

En nuestro caso, generalizamos este concepto considerando

8i— 8i

A =Paryp, T(A)=Std(d)
ti—t;

Necesitamos normalizar la base de Murphy de modo que podamos controlar los generadores t;’s de
Yr,n. Para esto definimos dos objetos importantes, para cada multiparticién A

m Ey, esun idempotente definido como un producto de conjugados de los e;’s.
m u) es un producto de proyectores de los espacios propios de los ¢;s.
Generalizamos el simetrizador x;,, para cada multiparticién A = AW, 2@ A1) como sigue
My =XM% @) X
Asi, tenemos el siguiente teorema

Teorema

El dlgebra Yr,n es un R-médulo libre con base
Brp:i= {mﬁ‘t = 815 EAy A M2 8arp) | 5, t€ Std(A), A € Parr,n}.

Mds atin, (Br,n, Pary,n) es una base celular de Yy, p.
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Algebra de Yokonuma-Hecke
Un:

a nueva presentacién para Vr, n(q)

Una nueva presentacién para Y, ,(q)

My :={s]s€Std((1"™),1"2),...,(1""))) donde m; =0y my +---+my = n}

Proposicién

El dlgebra Yr,n(q) es isomorfa a la R-dlgebra asociativa generada por los elementos {gjli=1,...,n—-1} y
{fs|s € My} sujeta a las siguientes relaciones:

8i8j = &8i parali—jl>1 (15)
8i8i+18i = 8i+18i8i+1 paratodoi=1,...,n—-2 16)
fs8i = 8ifss; para todo s, i 17)
fsfsr =0 para s #s' (18)
gl? =1+@-g 1 Y 6,16 fsg paratodoi 19)

seEMp
Y f=lyfi=fs para todo s (20)

seEMp

donde ;.1 (s):=1siiyi+1 estdan en la misma componente de s, si no &; j,1 (s) := 0. Mds aA°n, definimos
_ﬁ',si =fs siéi_Hl(s) =1.
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a de “Bra ind Ti

Contenidos

Algebra de “Braids and Ties”
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Algebra de “Braids and Ties”

Algebra de “Braids and Ties”

Estructura celular para £;(g)

Definicion

Sea n un entero positivo. El dlgebra de “braids and ties’, En(q), es el ZIq, q~*]-dlgebra generada por
81,--,8n—1,€1,---,en—1, Sujetos a las siguientes relatciones:

8igj = 8j8i para|i—jl >1
888 = &j&i§; parali—jl=1
8iei =ei8i para todo i

€88 = §&8i parali—jl=1
ejejgi = ejgje; = gjejej parali—jl=1
ejej =eje; para todo i, j
8iej =ejg; para|i—jl >1

&= e Yy gf =1+ (q—q_l]eigi para todo i.

i

De hecho, para r = n, también podemos definir £,(¢q) como la subdlgebra de Vy,,, generada por los g;'s y
los e;’s definidos como antes.
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Algebra de “Braids and Ties”

El dlgebra de “braids and ties” se puede definir de manera geométrica del siguiente modo:

1 2 i i+l n-1 n 1 2 i i+1 n-1 n

\

8t ej:

)

De la relacién cuadrética se obtiene la siguiente “skein rule”

1 i i+l n 1 i i+l n 1 i i+l

( )

Un ejemplo de un monoide en £4(q) es

818,18, 8362 /

N\
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Algebra de “Bra nd Ti

En un articulo anterior, S. Ryom-Hansen construy6 un base lineal para esta dlgebra
{EAgw | A€ SPp,we &p}

En particular, dim£,(q) = Byn! donde By, es el nA°mero de Bell. Ademds estudi6 los médulos simples de
En(g) por medio de una representacion tensorial fiel sobre el espacio V®". M4s ain, A©I probé que
éstos estdn clasificados por un conjunto de pares de multiparticiones. Esto nos sugirié un punto de
partida para resolver uno de los problemas iniciales

inoza Espinoza Profe: Proyecto de Tesis Doctorado



Proyecto de Tesis Doctorado

Algebra de “Braids and Ties”

En un articulo anterior, S. Ryom-Hansen construy6 un base lineal para esta dlgebra
{EASw | AESPp,we Sy}

En particular, dim£,(q) = Byn! donde By, es el nA°mero de Bell. Ademds estudi6 los médulos simples de
En(g) por medio de una representacion tensorial fiel sobre el espacio V®". M4s ain, A©I probé que
éstos estdn clasificados por un conjunto de pares de multiparticiones. Esto nos sugirié un punto de
partida para resolver uno de los problemas iniciales

Teorema

El dlgebra de “braids and ties”, En(q)n es un dlgebra celular con base celular
{g;A(E) Epp ¥ bst8ay (1) 15t € Std(A), A€ L}
donde Ly, es un conjunto de pares de multiparticiones siguiente

Ln:={A=Aw|IMPn, p€ RMPy}
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Contenidos

A Problemas abiertos
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Problemas abiertos

Preguntas

Encontrar una dualidad de Schur-Weyl para £,(q).
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Problemas abiertos

Preguntas

Encontrar una dualidad de Schur-Weyl para £,(q).

B Estudiar los elementos de Jucys-Murphy de £;(g). Esto podria darnos un criterio de
semisimplicidad para £;,(q)
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Problemas abiertos

Preguntas

Encontrar una dualidad de Schur-Weyl para £,(q).

B Estudiar los elementos de Jucys-Murphy de £;(g). Esto podria darnos un criterio de
semisimplicidad para £;,(q)

B Aicardi y Juyumaya construyeron una traza de Markov sobre £,(g). Seria interesante
escribir ésta por medio de los caracteres irreducibles de £,,(g) (andlogamente a la
férmula de Frobenius para al traza de Ocneanu).
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Problemas abiertos

Preguntas

Encontrar una dualidad de Schur-Weyl para £,(q).

B Estudiar los elementos de Jucys-Murphy de £;(g). Esto podria darnos un criterio de
semisimplicidad para £;,(q)

B Aicardi y Juyumaya construyeron una traza de Markov sobre £,(g). Seria interesante
escribir ésta por medio de los caracteres irreducibles de £,(q) (andlogamente a la
férmula de Frobenius para al traza de Ocneanu).

@A Estudiar la invariante polinomial de links recientemente construida por Aicardi y
Juyumaya, F.
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Problemas abiertos

Preguntas

Encontrar una dualidad de Schur-Weyl para £,(q).

B Estudiar los elementos de Jucys-Murphy de £;(g). Esto podria darnos un criterio de
semisimplicidad para £;,(q)

B Aicardi y Juyumaya construyeron una traza de Markov sobre £,(g). Seria interesante
escribir ésta por medio de los caracteres irreducibles de £,(q) (andlogamente a la
férmula de Frobenius para al traza de Ocneanu).

@A Estudiar la invariante polinomial de links recientemente construida por Aicardi y
Juyumaya, F.

H Por medio de la interpretacion gréfica del dlgebra £5,(q) se construyeron unos nuevos
tipos de links llamados tied links.
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